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2.5.1 定义

在许多情形下，统计量的精确分布很难求出，因此要研究统计量的极限

分布。首先给出下列定义。

定义 (2.5.1（大样本分布）)

当样本容量n → ∞时，统计量的分布趋于一确定分布，则后者的分布称

为统计量的极限分布，也常称为大样本分布。

当样本容量n充分大时，极限分布可作为统计量的近似分布。
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2.5.1 定义

研究统计量的极限分布有下列意义：

（1）为了获得统计推断方法的优良性，常常要知道统计量的分布。但

统计量的精确分布一般很难求得，建立统计量的极限分布，提供了一种

近似方法，总比什么方法都没有好。
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2.5.1 定义

（2）有时统计量的精确分布虽可求出，但表达式过于复杂，使用不方

便。若极限分布较简单，宁可使用极限分布。

（3）有些统计推断方法的优良性本身就是研究其极限性质，如相合性、

渐近正态性等。
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2.5.1 定义

定义 (2.5.2（大样本和小样本性质）)

当样本容量n → ∞时，一个统计量或统计推断方法的性质称为大样本性

质（large sample properties）。

当样本大小固定时，统计量或统计推断方法的性质称为小样本性质。

大样本性质和小样本性质的差别不在于样本容量的多少，而是在于所讨

论的问题是在样本容量n → ∞时去考虑，还是在样本容量n固定时去研

究。
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2.5.2 几个例子

引理 (强大数定律 A.11（回顾）)

设X1, . . . , Xn为独立同分布的随机变量序列，若µ = E|X1| < ∞，则

X̄n =
1

n

n∑
i=1

Xi
a.s.−→ µ.

引理 (中心极限定理 A.12（回顾）)

设{Xi}为一列独立同分布随机变量序列，有共同的均值µ和方

差0 < σ2 < ∞。则有
√
n(X̄n−µ)/σ

L−→ N(0, 1)，其中X̄n = 1
n

∑n
i=1Xi.
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2.5.2 几个例子

例 (2.5.1)

设X1, X2, . . . , Xn i.i.d. ∼ F，其中总体F有均值aF和方差σ2
F。

设0 < σ2
F < ∞，X̄n =

∑n
i=1

Xi
n 为样本均值，试讨论X̄n的大样本性质和

小样本性质。
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2.5.2 几个例子

解解解（1）由柯尔莫哥洛夫（Kolmogorov）强大数律有

P ( lim
n→∞

X̄n = aF ) = 1 ⇐⇒ X̄n
a.s.−→ aF , 当n → ∞时.

上式表示当样本容量n → ∞时，估计量X̄n以概率1任意接近估计值aF

（以概率1收敛于aF，又称几乎处处收敛于aF）。

这个性质称为X̄的强相合性，是一个大样本性质。因为只有在n → ∞时

这个性质才有意义。
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2.5.2 几个例子

（2）按Lindeberg中心极限定理，当n → ∞时有

√
n(X̄n − aF )/σF

L→ N(0, 1), (1)

其中
L−→表示依分布收敛。式子（1）刻画了X̄n的另一个大样本性质

——渐近正态性。

X̄n作为总体均值的估计与aF的偏差超过c的概率P (|X̄n − aF | > c)，可

以作为衡量这一估计量优良性的一项指标。
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2.5.2 几个例子

若F为正态分布N(aF , σ
2
F )，则这一概率可以精确地算出（当σ2

F已知时，

可通过查附表1得出），若F的分布类型根本不知道，这一概率无法计

算。

但有了式（1）后，至少在样本容量n较大时，可用正态分布求得这一概

率的近似值。
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2.5.2 几个例子

（3）关于X̄的小样本性质有E(X̄n) = aF，即估计量X̄n的期望值等于被

估计的未知参数aF。

这个性质称为X̄n的无偏性（即X̄n为aF的无偏估计）。这是一个小样本

性质。因为这个性质的意义是在样本大小n固定时去理解的。
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2.5.2 几个例子

引理 ((Slutsky 引理)(A.9)（回顾）)

令{Xn}和{Yn}是两个随机变量的序列，满足n → ∞时Xn
L−→ X，

Yn
p−→ c，−∞ < c < ∞为常数，则有

(1) Xn ± Yn
L−→ X ± c，

(2) XnYn
L−→ cX，

(3) Xn/Yn
L−→ X/c (c ̸= 0)。
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2.5.2 几个例子

例 (2.5.2)

设X ∼ B(1, p)，令X1, · · · , Xn为自总体X中抽取的简单样本。试

证
√
n(X̄ − p)/

√
X̄(1− X̄)的极限分布为N(0, 1)。

解解解 令p̂ = X̄ =
∑n

i=1Xi/n，由中心极限定理和大数定率可知，

当n → ∞时有

p̂− p√
p(1− p)/n

L−→ N(0, 1),
p(1− p)√
p̂(1− p̂)

p−→ 1.
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2.5.2 几个例子

故由 Slutsky 引理可知，当n → ∞时有

√
n(X̄ − p)√
X̄(1− X̄)

=
p̂− p√

p(1− p)/n
·
√
p(1− p)√
p̂(1− p̂)

L−→ N(0, 1).

□
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2.5.2 几个例子

例 (2.5.3*)

设总体X有密度f，X1, . . . , Xn, i.i.d ∼ X，令总体X的中位数为ξ1/2，

即ξ1/2满足
∫ ξ1/2
−∞ f(x)dx = 1/2，且假定f在ξ1/2点连续非0（由此可

知ξ1/2为f唯一的中位数）。设m1/2为样本中位数，则当n −→ ∞时有

2
√
nf(ξ1/2)(m1/2 − ξ1/2)

L−→ N(0, 1),

此处样本中位数m1/2的定义为

m 1
2
=

 X((n+1)/2), n为奇数,

1
2 [X(n/2) +X(n/2+1)], n为偶数.
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2.5.2 几个例子

例2.5.3* 是下面定理2.5.1的特例。

定理 (2.5.1)

设0 < p < 1， lim
n→∞

(m− np)/
√
n = 0，ξp满足F (ξp) =

∫ ξp
−∞ f(x)dx = p，

且假定密度f在点ξp处连续非0（由此知ξp为f唯一的p分位数）。则

当n → ∞时有

√
nf(ξp)(X(m) − ξp)/

√
p(1− p)

L−→ N(0, 1),

其中X(m)是X1, . . . , Xn的一个次序统计量。
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2.5.2 几个例子

分位数-分位数图

分位数-分位数图（quantile-quantile plot, Q-Q plot），也称为概率图，是

一种检查观测数据是否来自指定的理论分布的图形化工具。

与分位数-分位数图类似的另外一种图形工具是概率-概率图

（probability-probability plot，P-P plot），其根据变量的经验累积概率对

应于所指定的理论分布累积概率而绘制的散点图。
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2.5.2 几个例子

设X1, . . . , Xn i.i.d. ∼ F，相应的次序统计量为(X(1), X(2), . . . , X(n))。

如果样本确实来自分布F，则根据定理2.5.1 我们可以期待点

(
x(i), F

−1

(
i

n+ 1

))
, i = 1, 2, . . . , n

接近对角线y = x；相反地，偏离对角线越远就表明样本不是来自该分

布的证据越强烈。

数理统计 2026 年 3 月 25 日 19 / 20



2.5.2 几个例子

设X1, . . . , Xn i.i.d. ∼ F，相应的次序统计量为(X(1), X(2), . . . , X(n))。

如果样本确实来自分布F，则根据定理2.5.1 我们可以期待点

(
x(i), F

−1

(
i

n+ 1

))
, i = 1, 2, . . . , n

接近对角线y = x；相反地，偏离对角线越远就表明样本不是来自该分

布的证据越强烈。

数理统计 2026 年 3 月 25 日 19 / 20



2.5.2 几个例子

设X1, . . . , Xn i.i.d. ∼ F，相应的次序统计量为(X(1), X(2), . . . , X(n))。

如果样本确实来自分布F，则根据定理2.5.1 我们可以期待点

(
x(i), F

−1

(
i

n+ 1

))
, i = 1, 2, . . . , n

接近对角线y = x；相反地，偏离对角线越远就表明样本不是来自该分

布的证据越强烈。

数理统计 2026 年 3 月 25 日 19 / 20



2.5.2 几个例子

特别当F为正态分布N(µ, σ2)时则称为正态分位数-分位数图。此时成立

F (X(i)) = Φ

(
X(i) − µ

σ

)
=

i

n+ 1

=⇒x(i) ≈ µ+ σΦ−1

(
i

n+ 1

)
.
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