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第 2 章 条件概率与统计独立性

已学知识点

• 第一章  事件与概率

‣ 随机现象与统计规律性

‣ 样本空间与事件

① 概率的频率解释依然是当今最通行的解释. 

② 描述频率趋近于概率的大数定律总是概率论的第一大数定律. 

③ 实际当中用频率作为概率的估计是十分自然的.
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(1) 样本空间样本点有限；(2) 每个样本点等可能出现.

已学知识点

• 第一章  事件与概率

‣ 几何概率：以等可能性定义概率，处理无限场合，概率是几何体的测度之比.

‣ 概率空间：(Ω, ℱ, P)

‣ 古典概型 (等可能概率模型)：

计数方法：排列组合. 

三个基本性质：非负性、规范性、有限可加性.

三个基本性质：非负性、规范性、可列可加性.

难点和要点：事件域  的选择，太小不能满足需要，太大难以定义概率. 

选择包含我们关注的所有事件的  域，保证事件对交、并、逆、差作可列次运算的封闭性. 

在这种  域上，能定义满足非负、规范和可列可加性的概率测度.

ℱ

σ

σ



第 2 章 条件概率与统计独立性

已学知识点

• 第二章  条件概率与统计独立性

‣ 条件概率： .P(A |B) =
P(AB)
P(B)

乘法公式：P (A1A2⋯An) = P (A1) ⋅ P (A2 A1) ⋅ P (A3 A1A2) ⋅ ⋯ ⋅ P (An A1A2⋯An−1)
全概率公式：P(B) =

∞

∑
i=1

P (Ai) ⋅ P (B Ai)

Bayes 公式：P (Ak B) =
P (Ak) ⋅ P (B Ak)

∞
∑
i=1

P (Ai) ⋅ P (B Ai)

Ai ∩ Aj = Φ (i ≠ j)
∞

⋃
i=1

Ai = Ω
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已学知识点

• 第二章  条件概率与统计独立性

‣ 独立性：两个事件独立  .P(AB) = P(A) ⋅ P(B)

三个事件独立  

P(AB) = P(A) ⋅ P(B)
P(AC) = P(A) ⋅ P(C)
P(BC) = P(B) ⋅ P(C)

P(ABC) = P(A) ⋅ P(B) ⋅ P(C)

A , B
A , B
A , B

均相互独立

 相互独立，则A1, A2, …, An

P (A1 ∪ A2 ∪ ⋯ ∪ An) = 1 − [1 − P (A1)] [1 − P (A2)] ⋅ ⋯ ⋅ [1 − P (An)]
试验独立：一个试验的结果对其它各试验的可能结果的概率都无影响.
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已学知识点

• 第二章  条件概率与统计独立性

‣ Bernoulli 试验 ：概率空间 ，其中E (Ω, ℱ, P)
A ⊂ Ω, ℱ = {Φ, A, A, Ω}, P(A) = p, P (A) = q, (p > 0, q > 0, p + q = 1)

 重 Bernoulli 试验 ：  次独立重复的 Bernoulli 试验n En n

Bernoulli 分布：P1(k) = pkq1−k , k = 0, 1

二项分布：b (k; n, p) ≜ Pn(k) = Ck
n pkqn−k = (n

k) pk(1 − p)n−k , k = 0, 1, 2, …, n

几何分布：g(k; p) = qk−1p = (1 − p)k−1p , k = 1, 2, …

Pascal 分布：f(k; r, p) = Cr−1
k−1prqk−r = (k − 1

r − 1) pr(1 − p)k−r , k = r, r + 1, r + 2, …

动态模型：随机游动 (无限制、带有吸收壁)
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已学知识点

• 第二章  条件概率与统计独立性

多项分布：每次试验的可能结果为  ，且A1, A2, …, Ar {
P (Ai) = pi , i = 1, 2, …, r

pi ≥ 0 , 且 p1 + p2 + ⋯ + pr = 1

P (A1 = k1, A2 = k2, …, Ar = kr) =
n!

k1! k2! ⋯ kr!
pk1

1 pk2
2 ⋅ ⋯ ⋅ pkr

r , ki ≥ 0 且 k1 + k2 + ⋯ + kr = n

应用：平面上的随机游动

‣ Bernoulli 试验 ：概率空间 ，其中E (Ω, ℱ, P)
A ⊂ Ω, ℱ = {Φ, A, A, Ω}, P(A) = p, P (A) = q, (p > 0, q > 0, p + q = 1)
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已学知识点

• 第二章  条件概率与统计独立性

‣ 二项分布：  重 Bernoulli 试验中，事件  恰好发生  次的概率n A k

b(k; n, p) = (n
k) pk(1 − p)n−k , k = 0, 1, 2, …, n

概率计算：dbinom(k, n, p)

特点：  增加时，概率  先随之增加直至达到最大值，随后单调减少.k b(k; n, p)

当  不为整数时，  在  达到最大值.(n + 1) ⋅ p b(k; n, p) [(n + 1) ⋅ p]
当  为整数时，  在  和  达到最大值.(n + 1) ⋅ p = m b(k; n, p) k = m − 1 k = m
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已学知识点

• 第二章  条件概率与统计独立性

‣ Poisson 分布：p(k; λ) =
λk

k!
e−λ , k = 0, 1, 2, …

概率计算：dpois (k, λ)
Poisson 过程：

① 平稳性：在  中发生的次数只与时间间隔长度  有关，而与起点  无关.[t0 , t0 + t) t t0

② 独立增量性 (无后效性)：在  中发生  次与时刻  以前发生的事件独立.[t0 , t0 + t) k t0

③ 普通性：在充分小的时间间隔内，最多发生一次.
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第三章  随机变量与分布函数
3.1　随机变量及其分布 

3.2　随机向量, 随机向量的独立性 

3.3　随机变量的函数及其分布
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3.1  随机变量及其分布

一、随机变量及分布函数的定义 

二、分布函数的性质 

三、离散型随机变量 

四、连续型随机变量
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一、随机变量的定义

• 随机试验中，有些试验结果本身与数值有关 (本身就是一个数).

‣ 掷一枚骰子，向上一面出现的点数.

‣ 每天进出 C5 - 402 教室的人数.

‣ 昆虫的产卵数.

‣ 克拉玛依每年七月份的最高气温.
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一、随机变量的定义

‣ 例：抛一枚硬币的试验中，可以通过如下方法将试验结果与数值联系起来

• 有些试验中，试验结果看起来与数值无关，但可以引进一个变量来表示它的各种结果. 也就是

说，把试验结果数值化.
Ω

X = {1 , 出现正面 (H) 向上
0 , 出现反面 (T) 向上

H T

ℝ
0 1

‣ 例：一般，对任意随机事件 ，可以引进一个函数  来表示  是否发生A (Ω → {0 , 1}) A
Ω

AA

ℝ
0 1

1A = {1 , 如果 A 发生
0 , 如果 A 不发生

‣ 这种对应关系在数学上理解为定义了一种实值单值函数.
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一、随机变量的定义

• 随机变量 (random variable, r.v.) 的概念

若对于随机试验  的每一个可能结果 ，都有唯一的一个实数值  相对应，则称实值

函数  为随机变量，简记为 .

E ω ∈ Ω ξ(ω)

ξ(ω) ξ
Ω

ℝ
x1 x2 x3 ⋯ xi ⋯

ω1

ξ

ξ(ω1) =

ω2

ξ

| |
ξ(ω2)

ωi

ξ

| |
ξ(ωi)

随机变量通常用大写字

母  或希腊字

母  等表示

X, Y, Z, W, V, …
ξ, η, ζ, …

随机变量所取的值一般

采用小写字母  

等来表示

x, y, z, w, v, …

⋯⋯
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一、随机变量的定义

• 如何理解一个随机变量  ?ξ

‣  的取值情况：ξ

① 随机变量  是定义在样本空间上的实值函数.ξ

② 它的取值与试验结果形成对应.

③ 随着实验结果的不同而取不同的值.

④ 在试验之前只知道  可能取值的范围，而不能预先肯定它将取哪个值.ξ
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一、随机变量的定义

• 如何理解一个随机变量  ?ξ

‣  取值的概率分布情况：ξ

① 由于试验结果的出现具有一定的概率，所以随机变量取每个值和每个确定范围内的值也

有一定的概率.

② 随机变量的取值既具有可变性，也有随机性. 这种双重性正是随机变量与普通变量 (函数) 

的本质区别.
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一、随机变量的定义

• 引入随机变量的意义?

研究随机事件的概率规律
通过将随机事件数值化转为  

研究随机变量取值的概率规律 

以函数为工具

使概率可转化为我们所熟知的函数形式       

分析工具有了用武之地
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一、随机变量的定义

• 引入随机变量的意义?

随机变量概念的产生是概率论发展史上的重大事件. 引入随机变量后，随机试验中的任一随机事

件就可以通过随机变量的取值关系式表达出来，对随机现象统计规律的研究，就由对事件及事

件概率的研究扩大为对随机变量及其取值规律的研究.

事件及 

事件概率

随机变量及其 

取值规律
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① 生化检验结果分阳性和阴性

3.1  随机变量及其分布

一、随机变量的定义

• 例： X = {1 , 检验结果为阳性

0 , 检验结果为阴性

② 抛一枚硬币，结果分为正面或反面 X = {1 , 硬币正面向上

0 , 硬币反面向上

③ 抛掷一枚均匀的骰子，观察向上一面出现的点数

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
ξ(ω) = ω 恒等变换

ξ(1) = 1, ξ(2) = 2, ξ(3) = 3, ξ(4) = 4, ξ(5) = 5, ξ(6) = 6

⟹ P(ξ = i) =
1
6

, i = 1, 2, 3, 4, 5, 6
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一、随机变量的定义

• 定义：设  是定义于概率空间  上的单值实函数，如果对于直线上任一 Borel 点集 

，有 

 

则称  为随机变量，而  称为随机变量  的概率分布.

ξ(ω) (Ω, ℱ, P)
B

{ω : ξ(ω) ∈ B} ∈ ℱ

ξ(ω) P (ξ(ω) ∈ B) ξ(ω)

Ω

ℝ
B

{ω : ξ(ω) ∈ B}
ξ−1(B) ∈ ℱ
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一、随机变量的定义

• 例：对于 ，构造  代数Ω = {ω1 , ω2 , ω3} σ ℱ = {Ø , {ω1 , ω2} , {ω3} , Ω},

再定义概率

P (Ø) = 0

P ({ω1, ω2}) =
2
3

P ({ω3}) =
1
3

P (Ω) = 1

  

是一个概率空间

(Ω, ℱ, P)

‣ 定义实值函数 ξ (ωk) = k, (1 ≤ k ≤ 3)

  不是随机变量ξ

B = (0 , 1.5)

 中的 Borel 点集ℝ

⟹ {ω : ξ(ω) ∈ B} = {ω1}∉ ℱ
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一、随机变量的定义

• 定义：设  是定义于概率空间  上的单值实函数，如果对于直线上任一 Borel 点

集 ，有 

 

则称  为随机变量，而  称为随机变量  的概率分布.

ξ(ω) (Ω, ℱ, P)
B

{ω : ξ(ω) ∈ B} ∈ ℱ

ξ(ω) P (ξ(ω) ∈ B) ξ(ω)

‣ 特别，在上述定义中若取 ，B = (−∞, x) 则有 .{ω : ξ(ω) < x} ∈ ℱ

从而  有定义.P {ξ(ω) < x}
⟹ P {a ≤ ξ(ω) < b} = P {ξ(ω) < b} − P {ξ(ω) < a}

‣ ，只要给出 ，我们就可以计算出  落入  内的概率.∀x ∈ ℝ P {ξ(ω) < x} ξ(ω) [a, b)
‣ 再由概率的性质，还可以计算  落入  上更为复杂的点集中的概率.ξ(ω) ℝ

如可列个互不相容左
闭右开区间的并
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一、随机变量的定义

• 定义：称 

 

为随机变量  的 (累积) 分布函数 (cumulative distribution function, c.d.f.). 记作 .

F(x) = P {ξ(ω) ≤ x} , − ∞ < x < ∞

ξ(ω) ξ(ω) ∼ F(x)

‣ 根据定义，随机变量是样本点的函数，因此在试验前我们只能知道它可能取哪些值，而不能
确知它取何值，这就是随机性. 但试验结束之后，随机变量的取值就确定了，不再有随机性.

‣ 为了计算概率，必须要求随机变量具有可测性，引进分布函数则将关于随机变量概率的计算
化为对分布函数的数值进行运算.

‣ 由测度论的方法还可以证明：分布函数可以唯一决定概率分布. (测度扩张的唯一性参见《现

代概率论基础》，汪嘉冈，P48.)
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二、分布函数的性质

① 单调性：若 ，则 .a < b F(a) ≤ F(b)
F(b) − F(a) = P {ξ ≤ b} − P {ξ ≤ a}

= P {a < ξ ≤ b}
≥ 0

分布函数单调不降
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二、分布函数的性质

① 单调性：若 ，则 .a < b F(a) ≤ F(b)

② 有界性： ，且 ， .0 ≤ F(x) ≤ 1 F(−∞) = lim
x→−∞

F(x) = 0 F(+∞) = lim
x→+∞

F(x) = 1

P {−∞ < ξ < + ∞} =
+∞

∑
n=−∞

P {n < ξ ≤ n + 1} =
+∞

∑
n=−∞

[F(n + 1) − F(n)]

= lim
n→+∞

F(n) − lim
m→−∞

F(m) = 1

 单调有界F(x)   与  存在⟹ lim
x→−∞

F(x) = lim
m→−∞

F(m) lim
x→+∞

F(x) = lim
n→+∞

F(n)

又因为 0 ≤ F(x) ≤ 1 ⟹ lim
x→−∞

F(x) = lim
m→−∞

F(m) = 0

lim
x→+∞

F(x) = lim
n→+∞

F(n) = 1
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二、分布函数的性质

① 单调性：若 ，则 .a < b F(a) ≤ F(b)

② 有界性： ，且 ， .0 ≤ F(x) ≤ 1 F(−∞) = lim
x→−∞

F(x) = 0 F(+∞) = lim
x→+∞

F(x) = 1

③ 右连续性： .F(x + 0) = lim
t→x+0

F(t) = F(x)

由于  单调不降、有界，所以只须证明对任一单调下降的序列F(x)

F (x1) − F (x0) = P {x0 < ξ ≤ x1}=
∞

∑
n=1

[F (xn) − F (xn+1)] = F (x1) − lim
n→∞

F (xn)

⟹ lim
n→∞

F (xn) = F (x0)F (x0 + 0) =

x1 > x2 > ⋯ > xn > x0⋯ , xn ⟶ x0 (n → ∞)

都有  成立即可.lim
n→∞

F (xn) = F (x0)
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二、分布函数的性质

① 单调性：若 ，则 .a < b F(a) ≤ F(b)

② 有界性： ，且 ， .0 ≤ F(x) ≤ 1 F(−∞) = lim
x→−∞

F(x) = 0 F(+∞) = lim
x→+∞

F(x) = 1

③ 右连续性： .F(x + 0) = lim
t→x+0

F(t) = F(x)

由于  单调不降、有界，所以只须证明对任一单调下降的序列F(x)

1 − F (x0) = P {ω : ξ(ω) > x0} = P {
∞

⋃
n=1

{ω : ξ(ω) > xn}}
= 1 − P {

∞

⋂
n=1

{ω : ξ(ω) ≤ xn}} = 1 − lim
n→∞

P {ω : ξ(ω) ≤ xn} = 1 − lim
n→∞

F (xn)

x1 > x2 > ⋯ > xn > ⋯ > x0 , xn ⟶ x0 (n → ∞)

都有  成立即可.lim
n→∞

F (xn) = F (x0) 亦可利用概率的上连续性来证明
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二、分布函数的性质

• 有了分布函数，关于随机变量的许多概率都能方便算出：
① P {ξ(ω) ≤ a} = P {

∞

⋂
n=1

{ξ(ω) ≤ a +
1
n }} = lim

n→+∞
P {ξ(ω) ≤ a +

1
n } = lim

n→+∞
F (a +

1
n )

= F (a + 0)

② P {ξ(ω) = a} = P {ξ(ω) ≤ a} − P {ξ(ω) < a} = F (a) − F(a − 0)

③ P {ξ(ω) ≥ a} = 1 − P {ξ(ω) < a} = 1 − F(a − 0)

④ P {ξ(ω) > a} = P {ξ(ω) ≥ a} − P {ξ(ω) = a} = 1 − F(a − 0) − F(a) + F(a − 0) = 1 − F(a)

⑤ P {a < ξ(ω) ≤ b} = P {ξ(ω) ≤ b} − P {ξ(ω) ≤ a} = F (b) − F (a)
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三、离散型随机变量

• 定义：若随机变量  的全部可能取值是有限个或可列无限多个，则称  是离散型随机变量.ξ ξ
(discrete random variable)

• 定义：设离散型随机变量  的所有可能取值为 ，则称事件  的概率ξ xk , k = 1, 2, … {ξ = xk}
 为随机变量  的概率分布 (probability distribution) 或分布律.P {ξ = xk} ≜ pk , k = 1, 2, … ξ

‣ 分布列：概率分布的表格形式
ξ x1 x2 ⋯ xk ⋯
pk p1 p2 ⋯ pk ⋯

‣ 概率分布的性质：
① pk ≥ 0 , k = 1, 2, …

②
∞

∑
k=1

pk = 1



第三章  随机变量与分布函数3.1  随机变量及其分布

三、离散型随机变量

• 已知分布列求分布函数：F(x) = P {ξ ≤ x} = ∑
xk≤x

pk , ∀x ∈ ℝ

• 已知分布函数求分布列：P {ξ = x} = F(x) − F(x − 0) , ∀x ∈ ℝ

## 二项分布 b(10, 1/3) 的分布列 

n = 10 

p = dbinom(0:n, n, p = 1/3) 

probs = data.frame(n = 0:n, p = p) 

round(probs, digits = 4) 

plot(probs, type = 'h', axes = FALSE, xlab = '', ylab = '', ylim = c(0, 0.3), lwd = 8,  

     col = 'cyan4', main = 'Probability mass function') 

axis(1, at = 0:n, pos = 0) 

axis(2)



第三章  随机变量与分布函数3.1  随机变量及其分布

三、离散型随机变量

• 已知分布列求分布函数：F(x) = P {ξ ≤ x} = ∑
xk≤x

pk , ∀x ∈ ℝ

• 已知分布函数求分布列：P {ξ = x} = F(x) − F(x − 0) , ∀x ∈ ℝ

## 二项分布 b(10, 1/3) 的分布函数 

n = 10 
P = pbinom(0:n, n, prob = 1/3) 
cdf = data.frame(n = 0:n, p = P) 
round(cdf, digits = 4) 
plot(cdf, type = 'n', axes = FALSE, xlab = '', ylab = '', xlim = c(-2, 12), lwd = 2,  
     main = 'Cumulative distribution function') 
axis(1, at = -2:12, pos = 0) 
axis(2) 
lines(c(-2, 0), c(0, 0), col = 'red3', lwd = 2) 
for (i in 0:(n-1)) { 
  lines(c(i, i+1), c(P[i+1], P[i+1]), col = 'red3', lwd = 2) 
  points(i, P[i+1], pch = 16) 
  points(i+1, P[i+1], pch = 21, bg = 'white') 
} 
points(0, 0, pch = 21, bg = 'white') 
lines(c(10, 12), c(1, 1), col = 'red3', lwd = 2)



第三章  随机变量与分布函数3.1  随机变量及其分布

三、离散型随机变量

• 常见的离散型随机变量及其分布

## 单点分布 

par(mfrow = c(1, 2)) 
x = c(0, 2) 
y = c(0, 1) 
plot(x, y, type = 'n', xlab = '', ylab = '', axes = FALSE, main = 'Probability mass function') 
lines(c(1, 1), c(0, 1), lwd = 8, col = 'cyan4') 
axis(1, pos = 0, at = 0:2, labels = c(0, 'c', '')) 
axis(2, pos = 0) 
plot(x, y, type = 'n', xlab = '', ylab = '', axes = FALSE, main = 'Cumulative distribution function') 
axis(1, pos = 0, at = 0:2, labels = c(0, 'c', '')) 
axis(2, pos = 0) 
lines(c(0, 1), c(0, 0), lwd = 3, col = 'red2') 
lines(c(1, 2), c(1, 1), lwd = 3, col = 'red2') 
lines(c(1, 1), c(0, 1), lwd = 1, col = 'cyan2', lty = 2) 
points(1, 1, pch = 21, bg = 'white') 
points(1, 0, pch = 16)

① 退化 (degenerate) 分布：单点分布

‣ 分布律：P {ξ = c} = 1

‣ 分布函数：F(x) = Ic(x) = {0, x < c
1, x ≥ c



第三章  随机变量与分布函数3.1  随机变量及其分布

三、离散型随机变量

• 常见的离散型随机变量及其分布

## Bernoulli 分布 

par(mfrow = c(1, 2)) 
n = 1 
plot(0:n, dbinom(0:n, 1, 1/3), type = 'h', xlab = '', ylab = '', axes = FALSE, lwd = 8, main = 'Probability mass function', xlim = c(-1, 2), ylim = c(0, 0.7), col = 'cyan4') 
axis(1, pos = 0, at = -1:2) 
axis(2) 
plot(-1:2, rep(1, 4), type = 'n', xlab = '', ylab = '', axes = FALSE, main = 'Cumulative distribution function', ylim = c(0, 1)) 
axis(1, pos = 0, at = -1:2) 
axis(2) 
lines(c(-1, 0), c(0, 0), lwd = 3, col = 'red2') 
lines(c(0, 1), c(pbinom(0, 1, 1/3), pbinom(0, 1, 1/3)), lwd = 3, col = 'red2') 
lines(c(1, 2), c(1, 1), lwd = 3, col = 'red2') 
points(0, pbinom(0, 1, 1/3), pch = 21, bg = 'white') 
points(1, 1, pch = 21, bg = 'white') 
points(1, pbinom(0, 1, 1/3), pch = 16) 
points(0, 0, pch = 16)

② Bernoulli 分布：掷一次硬币

‣ 分布律：P {ξ = k} = b(k; 1, p) = pk(1 − p)1−k , k = 0, 1 ξ 0 1
pk 1 − p p
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三、离散型随机变量

• 常见的离散型随机变量及其分布

## 二项分布 
par(mfrow = c(1, 2)) 
n = 10 
p = dbinom(0:n, n, p = 1/3) 
probs = data.frame(n = 0:n, p = p) 
round(probs, digits = 4) 
plot(probs, type = 'h', axes = FALSE, xlab = '', ylab = '', ylim = c(0, 0.3), lwd = 8, col = 'cyan4', main = 'Probability mass function') 
axis(1, at = 0:n, pos = 0) 
axis(2) 
P = pbinom(0:n, n, prob = 1/3) 
cdf = data.frame(n = 0:n, p = P) 
round(cdf, digits = 4) 
plot(cdf, type = 'n', axes = FALSE, xlab = '', ylab = '', xlim = c(-2, 12), lwd = 2, main = 'Cumulative distribution function') 
axis(1, at = -2:12, pos = 0) 
axis(2) 
lines(c(-2, 0), c(0, 0), col = 'red3', lwd = 2) 
for (i in 0:(n-1)) { 
  lines(c(i, i+1), c(P[i+1], P[i+1]), col = 'red3', lwd = 2) 
  points(i, P[i+1], pch = 21, bg = 'white') 
  points(i+1, P[i+1], pch = 16) 
} 
points(0, 0, pch = 16) 
lines(c(10, 12), c(1, 1), col = 'red3', lwd = 2)

③ 二项 (binomial) 分布：掷  次硬币，出现正面向上的次数n

‣ 分布律：P {ξ = k} = b(k; n, p) = (n
k) pk(1 − p)n−k , k = 0, 1, 2, …, n

记作 ξ ∼ B(n, p)
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三、离散型随机变量

• 常见的离散型随机变量及其分布

## 超几何分布 
par(mfrow = c(1, 2)) 
m = 10 
n = 90 
k = 13 
x = 0:min(k, m) 
probs = dhyper(x, m, n, k) 
cumprobs = phyper(x, m, n, k) 
data = data.frame(x = x, p = probs, cp = cumprobs) 
round(data, digits = 4) 

plot(data$x, data$p, type = 'h', axes = FALSE, xlab = '', ylab = '', ylim = c(0, 0.4), lwd = 8, 
col = 'cyan4', main = 'Probability mass function') 

axis(1, at = 0:min(k, m), pos = 0) 
axis(2) 

plot(data$x, data$cp, type = 'n', axes = FALSE, xlab = '', ylab = '', xlim = c(-1, 13), ylim = 
c(0, 1), lwd = 2, main = 'Cumulative distribution function') 

axis(1, at = 0:min(k, m), pos = 0) 
axis(2) 

lines(c(-1, 0), c(0, 0), col = 'red3', lwd = 2) 
for (i in 0:5) { 
  lines(c(i, i+1), c(data$cp[i+1], data$cp[i+1]), col = 'red3', lwd = 2) 
  points(i, data$cp[i+1], pch = 21, bg = 'white') 
  points(i+1, data$cp[i+1], pch = 16) 
} 
points(0, 0, pch = 16) 
lines(c(6, 13), c(1, 1), col = 'red3', lwd = 2) 
points(7:10, c(1, 1, 1, 1), pch = 21, bg = 'white')

④ 超几何 (hyper-geometric) 分布：盒中装有白球  个，黑球  个，不放回地随机取  个球出

来，  表示其中白球的个数，则

m n k

ξ

hx = P {ξ = x} =
(m

x ) ( n
k − x)

(m + n
k )

, x = 0, 1, 2, …, k

k ∈ {0, 1, 2, …, m + n}
仅当 max {0, k − n} ≤ x ≤ min {k, m} 非零

当 m + n 很大而 k 较小时，可用二项分布近似
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三、离散型随机变量

• 常见的离散型随机变量及其分布
⑤ Poisson 分布：固定时长，某事件出现的次数.

P {ξ = x} =
λx

x!
e−λ , x = 0, 1, 2, … (λ > 0)

记作 ξ ∼ P(λ)

## Poisson 分布 
par(mfrow = c(1, 2)) 
lambda = 2 
n = 10 
x = 0 : n 

probs = dpois(x, lambda) 
cumprobs = ppois(x, lambda) 
data = data.frame(x = x, p = probs, cp = cumprobs) 
round(data, digits = 4) 

plot(data$x, data$p, type = 'h', axes = FALSE, xlab = '', ylab = '', ylim = c(0, 0.3), lwd = 8, 
col = 'cyan4', main = 'Probability mass function') 

axis(1, at = 0:n, pos = 0) 
axis(2) 

plot(data$x, data$cp, type = 'n', axes = FALSE, xlab = '', ylab = '', xlim = c(-1, 11), ylim = 
c(0, 1), lwd = 2, main = 'Cumulative distribution function') 

axis(1, at = 0 : n, pos = 0) 
axis(2) 

lines(c(-1, 0), c(0, 0), col = 'red3', lwd = 2) 
for (i in 0:9) { 
  lines(c(i, i+1), c(data$cp[i+1], data$cp[i+1]), col = 'red3', lwd = 2) 
  points(i, data$cp[i+1], pch = 21, bg = 'white') 
  points(i+1, data$cp[i+1], pch = 16) 
} 
points(0, 0, pch = 16) 
lines(c(10, 11), c(1, 1), col = 'red3', lwd = 2)
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三、离散型随机变量

• 常见的离散型随机变量及其分布
⑥ 几何 (geometric) 分布：Bernoulli 试验中，事件  首次出现时的试验次数.A

g(x; p) = P {η = x} = (1 − p)x−1p , x = 1, 2, …

## 几何分布 
par(mfrow = c(1, 2)) 
x = 0 : 15 
probs = dgeom(x, prob = 0.3) 
cumprobs = pgeom(x, prob = 0.3) 
data = data.frame(x = x, p = probs, cp = cumprobs) 
round(data, digits = 3) 

plot(data$x, data$p, type = 'h', axes = FALSE, xlab = '', ylab = '', ylim = c(0, 0.3), lwd = 8, 
col = 'cyan4', main = 'Probability mass function') 

axis(1, at = 0:15, pos = 0) 
axis(2) 

plot(data$x, data$cp, type = 'n', axes = FALSE, xlab = '', ylab = '', xlim = c(-1, 16), ylim = 
c(0, 1), lwd = 2, main = 'Cumulative distribution function') 

axis(1, at = 0 : 15, pos = 0) 
axis(2) 

lines(c(-1, 0), c(0, 0), col = 'red3', lwd = 2) 
for (i in 0:14) { 
  lines(c(i, i+1), c(data$cp[i+1], data$cp[i+1]), col = 'red3', lwd = 2) 
  points(i, data$cp[i+1], pch = 21, bg = 'white') 
  points(i+1, data$cp[i+1], pch = 16) 
} 
points(0, 0, pch = 16) 
lines(c(15, 16), c(1, 1), col = 'red3', lwd = 2)
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三、离散型随机变量

• 常见的离散型随机变量及其分布
⑥ 几何 (geometric) 分布：Bernoulli 试验中，事件  首次出现时的试验次数.A

g(x; p) = P {η = x} = (1 − p)x−1p , x = 1, 2, …

‣ 几何分布的无记忆性
定理：取值于自然数的随机变量  服从几何分布，当且仅当  具有无记忆性η η

P {η > m + n η > m} = P {η > n} , ∀ m, n ≥ 1

或者

P {η = m + n η > m} = P {η = n} , ∀ m, n ≥ 1

Remark：几何分布是唯一无记忆的离散型分布.
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三、离散型随机变量

• 证明：  必要性.⟹ 因为  服从几何分布，所以η

P {η > n} =
∞

∑
x=n+1

qx−1p

q = 1 − p

=
∞

∑
x−n−1=0

qx−n−1qnp

= (
∞

∑
k=0

qk) qnp =
pqn

1 − q
= qn , n = 1, 2, …

∀ m, n ≥ 1 P {η > m + n η > m} =
P {η > m + n}

P {η > m}
=

qm+n

qm
= qn

因而  具体无记忆性.η

= P {η > n}
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三、离散型随机变量

• 证明：  充分性.⟸ 假设 Qn = P {η > n} > 0 , ∀ n ≥ 1

乘法公式 P {η > m + n} = P {η > m} ⋅ P {η > m + n η > m}
η 无记忆 P {η > m + n η > m} = P {η > n}

P {η > m + n} = P {η > m} ⋅ P {η > n}
Qm+n = Qm ⋅ Qn , ∀ m, n ≥ 1

Qm = Qm−1+1 = Qm−1 ⋅ Q1 = Qm−2+1 ⋅ Q1 = Qm−2 ⋅ Q2
1 = ⋯ = Qm

1

q ≜ Q1

= qm

P {η = k} = P {η > k − 1} − P {η > k} = Qk−1 − Qk = qk−1 − qk = qk−1(1 − q) = qk−1p

因而  服从几何分布.η


