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已学知识点

• 随机现象与统计规律

‣ 随机试验：可重复性，可观察性，不确定性.

• 样本空间、随机事件

‣ 样本空间与样本点
‣ 随机事件与事件的发生：基本事件，必然事件，不可能事件
‣ 事件的关系与运算： ，交换律、结合律、分配律、对偶律⊂ , = , ∪ , ∩ , − , AB = Φ , A



第 1 章  事件与概率

已学知识点

• 古典概型

‣ 频率的定义： ，随机波动，稳定性(统计规律)Fn(A) =
nA

n

‣ 频率的性质：非负有界性，规范性，有限可加性
‣ 概率的描述性定义：频率的极限，优点 — 直观、易于理解，缺点 — 用现象定义本质

‣ 古典概型 (等可能概率模型)：(1) 样本空间样本点有限；(2) 每个样本点等可能出现.

‣ 古典概型概率的计算公式：P (A) =
随机事件 A 包含的样本点个数
样本空间 Ω 包含的样本点总数

.
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已学知识点

• 组合数学相关知识

‣ 加法原理:  做一件事情有 A 或 B 两类不同方式，A 有  种不同方法，B 有  种不同方法，则完

成这件事情共有  种不同的方法.

n m

n + m

‣ 乘法原理:  做一件事情必须经过 A 与 B 两个不同步骤，A 有  种不同方法，B 有  种不同方

法，则完成这件事情一共有  种不同方法.

n m

n × m
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已学知识点

• 组合数学相关知识

‣ 基本排列组合公式：
不可重复的排列：Ar

n = n(n − 1)⋯(n − r + 1) =
n!

(n − r)!

全排列：Pn = An
n = n!

可以重复的排列：nr

二项式组合： .Cr
n = (n

r) =
Ar

n

r!
=

n!
r! (n − r)!

(r ≤ n)
(a + b)n =

n

∑
r=0

(n
r) arbn−r

多项式组合： .( n
r1, r2, …, rk) =

n!
r1! r2! ⋯ rk!

(x1 + x2 + ⋯ + xk)n = ∑
r1+r2+⋯+rk=n

( n
r1, r2, …, rk) xr1

1 xr2
2 ⋯xrk

k

可重复组合： .(n + r − 1
r ) =

(n + r − 1)!
r! (n − 1)!

x1 + x2 + ⋯ + xn = r 非负整数解的个数
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① 非负性：对任一事件 ，有 .A 0 ≤ P(A) ≤ 1

② 规范性: 对必然事件 ，有 .Ω P(Ω) = 1

③ 有限可加性:  若事件  两两互不相容，则A1, A2, …, An P (
n

⋃
k=1

Ak) =
n

∑
k=1

P (Ak) .

推论：P(A) = 1 − P (A) .

已学知识点

• 古典概率的性质：
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已学知识点

• 几何概型

‣ 试验的可能结果是某区域中的一个点 (一维、二维、  维)，样本空间、事件所含样本点均无限个.n

‣ 等可能性：落在某区域  的概率与区域的几何度量  (长度、面积、体积等) 成正比.g m(g)

Ω

g

‣ 若  表示在区域  中随机取一点，该点落在区域  中这一事件，其概率为： .Ag Ω g P (Ag) =
m(g)
m(Ω)
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① 非负性：对任一事件 ，有 .A 0 ≤ P(A) ≤ 1

② 规范性: 对必然事件 ，有 .Ω P(Ω) = 1

③ 可列可加性:  若事件  两两互不相容，则A1, A2, … P (
∞

⋃
k=1

Ak) =
∞

∑
k=1

P (Ak) .

1.4  几何概型

• 几何概率的性质

Ω

A

A2 A3A4

A5 ⋯⋯

A1
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1.5  概率空间



第 1 章  事件与概率1.5  概率空间

• 采用等可能性来定义概率，其适用范围有限. 对一般随机现象该如何明确定义概率等基本概念？

• 前苏联数学家 Kolmogorov 于1933年在概率论基础一书中，用公理化

的方法与集合论的观点成功地解决了这一问题，他在定义概率这一基

本概念时，仅指明概率应具有的基本性质，而把具体概率的给定放在

一边，这样做的好处是能针对不同的随机试验给定适当的概率.

• Kolmogorov 提出的公理为数很少且极为简单,  但在此基础上却建立起了概率论的宏伟大厦.
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• 随机试验：一个试验 (或观察)，若它的结果预先无法确定，则称之为随机试验，简称试验.

一、事件域

• 样本空间：一个试验的所有可能结果组成的集合，称为样本空间，记作 .Ω

• 样本点：  中的元素称为样本点，用  表示.Ω ω

• 事件：事件  定义为  的一个子集，它包含若干样本点. 事件  发生当且仅当  所包含的样本

点中有一个发生. 事件常用大写字母  等表示.

A Ω A A

A, B, C, …

• 集类： 由  中的若干子集构成的集合称为集类，集类一般用花写字母  等表示.Ω ℬ , ℱ , …
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一、事件域

• 问题:  针对哪些事件给出概率？

① 记  为我们所研究的所有事件的全体.ℱ

② 但  一般不包括所有的事件，即样本空间  的一切子集，因为这将对给确定概率带来困难.ℱ Ω

③  必须把我们感兴趣的事件都包含进来.ℱ

④ 因为事件的积、和、对立等也应为事件，也应有相应的概率，所以需要将它们亦包括进来.

⑤ 当然，  和  必不可少.Ω Φ
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一、事件域

• 定义：(  域) 满足下列条件的集类  称为  域或  代数σ ℱ σ σ

① .Ω ∈ ℱ

② 若 ，则 .A ∈ ℱ A ∈ ℱ

③ 若 ，则 .Ai ∈ ℱ, i = 1, 2, …
∞

⋃
i=1

Ai ∈ ℱ

(包含全集)

(对逆运算封闭)

(对可列并运算封闭)

• 若  是由样本空间  的一些子集构成的一个  域，则称  为事件域 (event field).  中的元素称为

事件 (event)，  称为必然事件 (certain event)，  称为不可能事件 (impossible event).

ℱ Ω σ ℱ ℱ

Ω Φ

• 根据定义，很显然必然事件和不可能事件都在事件域中，事件的有限及可列交、并也都在事件

域中.
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一、事件域

• 例：  是一个  域.ℱ = {Φ , Ω} σ

• 例：  是一个  域.ℱ = {Φ , A, A, Ω} σ

• 例：若 ，  是由  的所有子集构成的集合. 这里的  是一个有限集

合，共有  个元素.  是一个  域.

Ω = {ω1, ω2, …, ωn} ℱ Ω ℱ

2n ℱ σ

对一般的 ，若  是由  的所有子集构成的集合，可以验证，  是一个  域.Ω ℱ Ω ℱ σ

• 注：事件域可以很简单，也可以十分复杂，要根据问题的不同要求来选择适当的事件域.
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一、事件域

• 命题：给定  的一个非空集类 ，必然存在唯一的一个  上的  域 ，满足Ω 𝒢 Ω σ m(𝒢)

① 包含 . 

② 若有其它  域包含 ，则必包含 .

𝒢

σ 𝒢 m(𝒢

称  为包含  的最小  生 m(𝒢 𝒢 σ 𝒢 σ

证明：设  是由  的所有子集构成的集类，则 . 由于  是一个  域，说明至少存

在  上的一个包含集类  的  域.

ℱ Ω 𝒢 ⊂ ℱ ℱ σ

Ω 𝒢 σ

取  由  上所有包含  的  域的交，则它就是满足上述两个性质的  域.m(𝒢) Ω 𝒢 σ σ

 包含  的某些子集，从这些最基本子集出发反复进行最多可列次并、交、逆运算 (Borel运

算)，不断添加子集从而得到所需的  域，或者把包含这些基本子集的全部  域做交运算.

𝒢 Ω

σ σ
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一、事件域

• Borel 集类

用  表示实数直线或实数全体，用  表示  维欧氏空间 (Euclidean space).ℝ1 ℝn n

一维 Borel 点集：由一切形为  的有界左闭右开区间构成的集类所产生的  域，称

为一维Borel  域，记为 ，  中的集合称为一维 Borel 点集.

[a , b) σ

σ ℬ1 ℬ1

 维 Borel 点集：由一切  维矩形产生的  维 Borel  域.n n n σ

若  表示任意实数，由于x, y
x =

∞

⋂
n=1

[x , x +
1
n ) , (x , y) = [x , y) − x

[x , y] = [x , y) + y , (x , y] = [x , y) + y − x

因此  中包含一切开区间、闭区间、单个实数、可列个实数，及由它们经可列次并、交

运算而得到的集合. 这是一个相当大的集合，足以将实际问题研究中的点集都包括在内.

ℬ1
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一、事件域

• Borel 集类

用  表示实数直线或实数全体，用  表示  维欧氏空间 (Euclidean space).ℝ1 ℝn n

一维 Borel 点集：由一切形为  的有界左闭右开区间构成的集类所产生的  域，称

为一维Borel  域，记为 ，  中的集合称为一维 Borel 点集.

[a , b) σ

σ ℬ1 ℬ1

 维 Borel 点集：由一切  维矩形产生的  维 Borel  域.n n n σ

同样，  也是一个相当大的集合，足够把实际问题中感兴趣的点集都包括在内.ℬn
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二、概率的公理化定义

• 定义：设  为样本空间，  为  上的事件域，称定义在事件域  上的集合函数  为 

 上的一个概率测度，如果它满足

Ω ℱ Ω ℱ P( ⋅ )

ℱ

① 非 ∀A ∈ ℱ , P(A) ≥ 0

P (
∞

⋃
n=1

An) =
∞

∑
n=1

P (An) .

，我们称函数值  为事件  的概率. 称三元组  为概率空间.∀A ∈ ℱ P(A) A (Ω , ℱ , P)

② 规范性： .P(Ω) = 1

③ 可列可加性：若  两两互不相容，则An ∈ ℱ , n = 1, 2, …
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二、概率的公理化定义

• 概率测度的其他性质

① P(Φ) = 0

P (
n

⋃
k=1

An) =
n

∑
k=1

P (Ak)② 有限可加性：若事件  两两互不相容，则A1, A2, …, An

③ P (A) = 1 − P(A)

④ 若 ，则 A ⊂ B P(B − A) = P(B) − P(A)

若 ，则 A ⊂ B P(A) ≤ P(B)

，有 ∀A ⊂ Ω 0 ≤ P(A) ≤ 1
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二、概率的公理化定义

• 概率测度的其他性质

⑤ 加法公式：P(A ∪ B) = P(A) + P(B) − P(AB)

布尔 (Boolean) 不等式：P(A ∪ B) ≤ P(A) + P(B)

Bonferroni 不等式：P(AB) ≥ P(A) + P(B) − 1

⑥ 加法公式的推广

P (
n

⋃
k=1

Ak) =
n

∑
k=1

P (Ak) − ∑
i<j

i, j=1, 2, …, n

P (AiAj)

+ ∑
i<j<k

i, j, k=1, 2, …, n

P (AiAjAk) − ⋯ + (−1)n−1 ⋅ P (
n

⋂
k=1

Ak)

P(A ∪ B ∪ C) = P(A) + P(B) + P(C) − P(AB) − P(AC) − P(BC) + P(ABC)

Ω

A BAB

C

ABC
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二、概率的公理化定义

• 利用上面性质作概率计算，常能使解题思路清晰，计算便捷.

• 例：(最大车牌号) 某区域有  部卡车，车牌号从 1 到 ，有一个外地人到该区域去，把遇到

的  部卡车的车牌号抄下来(可以重复)，以  表示抄到的最大号码正好为 ，求 

 的概率.

N N

n A k (1 ≤ k ≤ N)

A

Ak = {记到的最大号码为 k}
Bk = {记到的最大号码不超过 k}

⟹ Ak = Bk − Bk−1

P (Bk) =
kn

Nn
⟹ P (Ak) = P (Bk − Bk−1) = P (Bk) − P (Bk−1)

=
kn − (k − 1)n

Nn
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二、概率的公理化定义

• 利用上面性质作概率计算，常能使解题思路清晰，计算便捷.

• 例：(匹配问题) 某人写好  封信，又写好  只信封，然后在黑暗中把每封信放入一只信封中，

试求至少有一封信放对的概率.

n n

P (Ai) =
(n − 1)!

n!
=

1
n

, i = 1, 2, …, n

Ai = {第 i 封信与信封符合} , i = 1, 2, …, n

P (AiAj) =
(n − 2)!

n!
=

1
n(n − 1)

, i, j = 1, 2, …, n , i ≠ j

P (AiAjAk) =
(n − 3)!

n!
=

1
n(n − 1)(n − 2)

, i, j, k = 1, 2, …, n , i ≠ j, i ≠ k, j ≠ k

⋯⋯ , P (A1A2⋯An) =
1
n!
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二、概率的公理化定义

• 利用上面性质作概率计算，常能使解题思路清晰，计算便捷.

• 例：(匹配问题) 某人写好  封信，又写好  只信封，然后在黑暗中把每封信放入一只信封中，

试求至少有一封信放对的概率.

n n

P(B) = P (A1 ∪ A2 ∪ ⋯ ∪ An)
利用加法公式的推广

= (n
1) ⋅

1
n

− (n
2) ⋅

1
n(n − 1)

+ (n
3) ⋅

1
n(n − 1)(n − 2)

− ⋯ + (−1)n−1 ⋅
1
n!

= 1 −
1
2!

+
1
3!

− ⋯ + (−1)n−1 1
n!

Ai = {第 i 封信与信封符合} , i = 1, 2, …, n

B = {至少有一封信放对} ⟹ B = A1 ∪ A2 ∪ ⋯ ∪ An

n → ∞, P = ?
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三、概率的可列可加性与连续性

• 定义：若  且 ，则  是  中的一个单调不减的集序列.Sn ∈ ℱ , n = 1, 2, … Sn ⊂ Sn+1 Sn ℱ

若  且 ，则  是  中的一个单调不增的集序列.Sn ∈ ℱ , n = 1, 2, … Sn ⊃ Sn+1 Sn ℱ

• 定义：对于  上的集合函数 ，若它对  中任何一个单调不减的集序列  均有 

 成立，则称  是下连续的.

ℱ P( ⋅ ) ℱ {Sn}
lim
n→∞

P (Sn) = P ( lim
n→∞

Sn) P( ⋅ )

对于  上的集合函数 ，若它对  中任何一个单调不增的集序列  均有 

 成立，则称  是上连续的.

ℱ P( ⋅ ) ℱ {Sn}
lim
n→∞

P (Sn) = P ( lim
n→∞

Sn) P( ⋅ )
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三、概率的可列可加性与连续性

• 定理：若  为  上满足  的非负集合函数，则它具有可列可加性的充要条件为：P ℱ P(Ω) = 1

① 它是有限可加的.

② 它是下连续的.

证明：设  两两互不相容，欲证明Ai

P (
∞

⋃
n=1

An) =
∞

∑
n=1

P (An) ⟺
P (

n

⋃
k=1

Ak) =
n

∑
k=1

P (Ak)

P ( lim
n→∞

Sn) = lim
n→∞

P (Sn)
Sn =

n

⋃
i=1

Ai 单调不减

有限可加性

 充分性：有限可加性保证了⟸ P (
n

⋃
k=1

Ak) =
n

∑
k=1

P (Ak)

下连续保证了 P ( lim
n→∞

Sn) = lim
n→∞

P (Sn)
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 必要性：可列可加性保证了有限可加性⟹

1.5  概率空间

三、概率的可列可加性与连续性

• 定理：若  为  上满足  的非负集合函数，则它具有可列可加性的充要条件为：P ℱ P(Ω) = 1

① 它是有限可加的.

② 它是下连续的.

证明：设  两两互不相容，欲证明Ai

P (
∞

⋃
n=1

An) =
∞

∑
n=1

P (An) ⟺
P (

n

⋃
k=1

Ak) =
n

∑
k=1

P (Ak)

P ( lim
n→∞

Sn) = lim
n→∞

P (Sn)
Sn =

n

⋃
i=1

Ai 单调不减

有限可加性

P ( lim
n→∞

Sn) = P (
∞

⋃
i=1

Si) = P (
∞

⋃
i=1

(Si − Si−1))
S0 = Ø两两互不相容

=
∞

∑
i=1

P (Si − Si−1) =
∞

∑
i=1

[P (Si) − P (Si−1)]

= lim
n→∞

n

∑
i=1

[P (Si) − P (Si−1)]

= lim
n→∞ [P (Sn) − P (S0)]

= lim
n→∞

P (Sn)
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三、概率的可列可加性与连续性

• 定理：若  为  上满足  的非负集合函数，则它具有可列可加性的充要条件为：P ℱ P(Ω) = 1

① 它是有限可加的.

② 它是下连续的.

• 推论 1：概率是下连续的.

• 推论 2：概率是上连续的.

证明：设  且 ，Bi ∈ ℱ Bi ⊃ Bi+1, i = 1, 2, … 令  ，则  单调不减.Si = Bi {Si}
lim
n→∞

P (Sn) = P ( lim
n→∞

Sn) = P (
∞

⋃
i=1

Si) = P (
∞

⋃
i=1

Bi) = P (
∞

⋂
i=1

Bi) = 1 − P (
∞

⋂
i=1

Bi)
= 1 − P ( lim

n→∞

n

⋂
i=1

Bi)1 − P ( lim
n→∞

Bn)

1 − lim
n→∞

P (Bn) =

由推论 1 知

S1 ⊂ S2 ⊂ ⋯ ⊂ Sn ⊂ ⋯

⟹ lim
n→∞

P (Bn) = P ( lim
n→∞

Bn)
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三、概率的可列可加性与连续性

• 定理：若  为  上满足  的非负集合函数，则它具有可列可加性的充要条件为：P ℱ P(Ω) = 1

① 它是有限可加的.

② 它是下连续的.

• 推论 1：概率是下连续的.

• 推论 2：概率是上连续的.

• 推论 3： .P (
∞

⋃
i=1

Ai) ≤
∞

∑
i=1

P (Ai)
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四、概率空间的实际例子

• 在 Kolmogorov 的公理化结构中，称三元组  为概率空间，以此为出发点讨论种

种问题. 至于实际问题中，如何选定 、怎么构造 、怎样给定 ，要视具体情况而定.

(Ω , ℱ , P)
Ω ℱ P

• 例：Bernoulli 概率空间

设  为  的非空子集，取 ，再任取两个正数  且 ，令A Ω ℱ = {Ø, A, A, Ω} p, q p + q = 1

P(Ø) = 0 , P(A) = p , P (A) = q = 1 − p , P(Ω) = 1

易证，  是一个概率测度，从而  是一个概率空间，它是描述 Bernoulli 试验的概

率空间.

P (Ω , ℱ , P)
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四、概率空间的实际例子

• 例：有限概率空间

样本空间为有限集 ，事件域  为  的一切子集 (共  个) 的集类. Ω = {ω1, ω2, …, ωn} ℱ Ω 2n

取  个非负实数  且 .n p1, p2, …, pn p1 + p2 + ⋯ + pn = 1

对每一个样本点 ，令 .ωi P ({ωi}) = pi , i = 1, 2, …, n

对  的每一个子集 ，令  .Ω A P(A) = ∑
ωi∈A

pi

易证，上述定义的  是一个概率测度，从而  是一个概率空间.P (Ω , ℱ , P)
特别，取 ，就是古典概型空间.pi =

1
n

, i = 1, 2, …, n
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四、概率空间的实际例子

• 例：离散概率空间

样本空间为可列集 ，事件域  仍取为  的一切子集组成的集类. Ω = {ω1, ω2, …} ℱ Ω

取非负实数序列  且 .pi ≥ 0 , i = 1, 2, …
∞

∑
i=1

pi = 1

对每一个样本点 ，令 .ωi P ({ωi}) = pi , i = 1, 2, …

对  的每一个子集 ，令  .Ω A P(A) = ∑
ωi∈A

pi

则  是一个概率空间.(Ω , ℱ , P)
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四、概率空间的实际例子

• 例：一维几何概率空间

样本空间  为 中的 Borel 点集，具有正的有限的勒贝格测度 . 事件域  

取作  中的 Borel 集类.

Ω (−∞ , + ∞) m( ⋅ ) ℱ

Ω

对每个事件 ，取 ，则  为一概率测度.A P(A) =
m(A)
m(Ω)

P

则  是一个概率空间，即几何概型的概率空间.(Ω , ℱ , P)
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四、概率空间的实际例子

• 从上面的例子可以看到下面两点：

① 选定了  之后，对于事件概率  的给定还有相当大

用

(Ω , ℱ) P

② 事件  的概率不能任意给定，即在事件域  中，各事件的概率有一

 足

A ℱ

P


