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已学知识点

• 随机现象与统计规律

‣ 随机试验：可重复性，可观察性，不确定性.

• 样本空间、随机事件

‣ 样本空间与样本点
‣ 随机事件与事件的发生：基本事件，必然事件，不可能事件
‣ 事件的关系与运算： ，交换律、结合律、分配律、对偶律⊂ , = , ∪ , ∩ , − , AB = Φ , A
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已学知识点

• 古典概型

‣ 频率的定义： ，随机波动，稳定性(统计规律)Fn(A) =
nA

n

‣ 频率的性质：非负有界性，规范性，有限可加性
‣ 概率的描述性定义：频率的极限，优点 — 直观、易于理解，缺点 — 用现象定义本质

‣ 古典概型 (等可能概率模型)：(1) 样本空间样本点有限；(2) 每个样本点等可能出现.

‣ 古典概型概率的计算公式：P (A) =
随机事件 A 包含的样本点个数
样本空间 Ω 包含的样本点总数

.
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已学知识点

• 组合数学相关知识

‣ 加法原理:  做一件事情有 A 或 B 两类不同方式，A 有  种不同方法，B 有  种不同方法，则完

成这件事情共有  种不同的方法.

n m

n + m

‣ 乘法原理:  做一件事情必须经过 A 与 B 两个不同步骤，A 有  种不同方法，B 有  种不同方

法，则完成这件事情一共有  种不同方法.

n m

n × m
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已学知识点

• 组合数学相关知识

‣ 基本排列组合公式：
不可重复的排列：Ar

n = n(n − 1)⋯(n − r + 1) =
n!

(n − r)!

全排列：Pn = An
n = n!

可以重复的排列：nr

二项式组合： .Cr
n = (n

r) =
Ar

n

r!
=

n!
r! (n − r)!

(r ≤ n) (a + b)n =
n

∑
r=0

(n
r) arbn−r

多项式组合： .( n
r1, r2, …, rk) =

n!
r1! r2! ⋯ rk!

(x1 + x2 + ⋯ + xk)n = ∑
r1+r2+⋯+rk=n

( n
r1, r2, …, rk) xr1

1 xr2
2 ⋯xrk

k
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已学知识点

• 组合数学相关知识

‣ 基本排列组合公式：
可重复组合：从  个不同元素中可放回任取  个，不同组合方法有n r (n + r − 1

r ) =
(n + r − 1)!
r! (n − 1)!

.

关于二项系数的一些公式：设  为自然数，  为任意实数. 规定 .n, r a, b, x 0! = 1

Ar
x = x(x − 1)⋯(x − r + 1)

Cr
x = (x

r) =
Ar

x

r!
=

x(x − 1)⋯(x − r + 1)
r!

(n
0) + (n

1) + (n
2) + ⋯ + (n

n) = 2n

(−x
r ) = (−1)r (x + r − 1

r ) , 或 (x
r) = (−1)r (−x + r − 1

r )
(a + b

n ) =
n

∑
i=0

(a
i) ( b

n − i) , 特别 (2n
n ) =

n

∑
i=0

(n
i)

2
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1.3  古典概型

(2) 每个样本点等可能出现.

‣ 古典概型概率的计算公式：P (A) =
随机事件 A 包含的样本点个数
样本空间 Ω 包含的样本点总数

.

(1) 样本空间样本点有限；‣ 古典概型 (等可能概率模型)：
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四、古典概率的例子

• 古典概率的计算一般是先计算样本空间里的样本点总数，再从中挑选出随机事件包含的样本点
个数，即有利场合数.

• 古典模型的基本特征：样本点总数有限，每个样本点等可能发生.

• 古典概型中的几个经典问题:

① 生日问题 

② 抽签问题  

③ 产品抽样  
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② 求任意  个格子中各有一个球的概率.n

古典概型问题：先确定样本点总数

1.3  古典概型

四、古典概率的例子

• 生日问题 (亦称分房问题)

例：投球入格. 设有  个球，每个球都能以同样的概率  落到  个格子  的每一个

格子中.

n
1
N

N (N ≥ n)

① 求某指定的  个格子中各有一个球的概率.n

N 个格子

1 2 k N⋯ ⋯

⋯ ⋯
n 个球

i1
n 个格子的一个排列

is
⋯ ⋯

in

= Nn

① 指定的  个格子中各有一个球，有利场合数n = n!

P1 =
n!
Nn i2
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② 求任意  个格子中各有一个球的概率.n

古典概型问题：先确定样本点总数

1.3  古典概型

四、古典概率的例子

• 生日问题 (亦称分房问题)

例：投球入格. 设有  个球，每个球都能以同样的概率  落到  个格子  的每一个

格子中.

n
1
N

N (N ≥ n)

① 求某指定的  个格子中各有一个球的概率.n

N 个格子

1 2 k N⋯ ⋯

⋯ ⋯
n 个球

= Nn

② 任意  个格子中各有一个球，有利场合数n = (N
n) n!

P2 =
(N

n) n!

Nn
=

N!
n! (N − n)!

⋅
n!
Nn

=
N!

Nn ⋅ (N − n)!

i1
n 个格子的一个排列

is
⋯ ⋯

ini2
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四、古典概率的例子

• 生日问题 (亦称分房问题)

例：生日问题. 设每个人的生日在一年 365 天中的任一天是等可能的，即都等于 ，现随

机选取  个人.

1
365

n ( ≤ 365)

① 问他们生日各不相同的概率为多少？

②  个人中至少有两个人生日相同的概率为多少？n

古典概型问题：先确定样本点总数 = 365n

① 设  表示  个人生日各不相同.A n P(A) =
Cn

365 ⋅ n!
365n

=
365 × 364 × ⋯ × (365 − n + 1)

365n

② 设  表示  个人中至少有两个人生日相同.B n

P(B) = 1 − P(A) = 1 −
365 × 364 × ⋯ × (365 − n + 1)

365n

n 20 21 22 23 30 40 50 60 70 80 90 100
P(B) 0.4114 0.4437 0.4757 0.5073 0.7063 0.8912 0.9704 0.9941 0.9992 0.9999 0.9999938 0.9999997
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四、古典概率的例子

• 抽签问题
例：口袋中有  只黑球、  只白球，它们除颜色不同外，其它没有任何差别，现在把球随

机地一只只摸出来，求第  次摸出的一只球是黑球的概率 .

a b
k (1 ≤ k ≤ a + b)

① 方法一：将小球编号，按  次摸球情况构造样本空间，则样本点总数为 

 . 第  次摸到黑球，有  种，其余的顺序可以任意排列，因此

(a + b)

(a + b)! k a

pk =
a ⋅ (a + b − 1)!

(a + b)!
=

a
a + b

② 方法二：将小球编号，按前  次摸球情况构造样本空间k

pk =
a ⋅ Pk−1

a+b−1

Pk
a+b

=

a ⋅
(a + b − 1)!

(a + b − 1 − (k − 1))!
(a + b)!

(a + b − k)!

=
a

a + b
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四、古典概率的例子

• 产品抽样 (二项分布与超几何分布)

例：如果某批产品中有  件次品、  件合格品，我们采用有放回和不放回抽样方式从中抽

取  件产品，问恰好有  件是次品的概率分别是多少.

a b

n k

① 有放回抽样：把  件产品进行编号，有放回的抽  次，把可能的重复排列全体作

为样本空间. 样本空间的样本点总数为

a + b n

(a + b)n

取出的  件产品中哪  个是次品：n k Ck
n

从  件次品中有放回取  个次品：a k ak

从  件合格品中有放回取  件：b n − k bn−k
}有利场合数：Ck

nakbn−k = (n
k) akbn−k

pk =
(n

k) akbn−k

(a + b)n
= (n

k) ( a
a + b )

k

( b
a + b )

n−k

= (n
k) ( a

a + b )
k

(1 −
a

a + b )
n−k
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四、古典概率的例子

• 产品抽样 (二项分布与超几何分布)

② 不放回抽样：从  件产品中取出  件产品的可能组合全体作为样本空间，则样本点

的总数为：

a + b n

(a + b
n )

取出的  件产品中有  个是次品：n k (a
k)

取出的  件产品中有  个是合格品：n n − k ( b
n − k) }有利场合数：(a

k) ( b
n − k)

pk =
(a

k) ( b
n − k)

(a + b
n )

注意：当产品总数很大而抽样数不大时，采用

有放回抽样与采用不放回抽样，差别不大.

例：如果某批产品中有  件次品、  件合格品，我们采用有放回和不放回抽样方式从中抽

取  件产品，问恰好有  件是次品的概率分别是多少.

a b

n k
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五、古典概率的性质

① 非负性：对任一事件 ，有 .A 0 ≤ P(A) ≤ 1

② 规范性: 对必然事件 ，有 .Ω P(Ω) = 1

③ 有限可加性:  若事件  两两互不相容，则A1, A2, …, An P (
n

⋃
k=1

Ak) =
n

∑
k=1

P (Ak) .

推论：P(A) = 1 − P (A) .
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六、对立事件的概率 P (A) = 1 − P(A)

例：(De Mere 问题) 一枚骰子掷 4 次至少得到一次六点，与两枚骰子掷 24 次至少得到一次双

六点，这两个事件哪一件有更多的机会遇到？

以  表示一颗骰子掷 4 次至少得到一次六点这一事件， 则  表示掷一枚骰子 4 次没有出现六

点的事件，于是

A A

P(A) = 1 − P (A) = 1 −
54

64 = 0.5177469

同理，若以  表示两颗骰子掷 24 次至少得到一次双六点这一事件，则B

P(B) = 1 − P (B) = 1 −
3524

3624 = 0.4914039

更有机会遇到

该问题在概率论发展史上颇有名气，因为它是 De Mere 向 Pascal 提出的问题之一，正是这些

问题导致了 Pascal 的研究和他与 Fermat 的著名通信，他们的研究标志着概率论的诞生.



第 1 章  事件与概率

1.4  几何概型



第 1 章  事件与概率1.4  几何概型

• 有时，试验的可能结果是某区域中的一个点，这个区域可以是一维的, 也可以是二维的，还可以

是  维的，这时不管是可能结果全体，还是我们感兴趣的事件，所含样本点都是无限的.n

• 此时，等可能性可以通过下列方式来赋予意义：落在某区域  的概率与区域的几何度量  (长

度、面积、体积等) 成正比，并且与其位置和形状无关. 这种区域的度量统称为勒贝格 (Lebesgue) 测

度 (measure).

g m(g)

• 若以  表示在区域  中随机取一点，该点落在区域  中这一事件，则其概率定义为：Ag Ω g

P (Ag) =
m(g)
m(Ω)
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以  分别表示两人到达的时刻，则约会成功的充分必要条件为x, y

例：(会面问题) 两人相约 8 点到 9 点在某地会面，先到者最多等候另一人 20 分钟，问这两人此次

约会成功的概率是多少.

1.4  几何概型

0 60

60

20

20

x

y

x − y ≤ 20

可能的结果全体是边长为 60 的正方形当中的点，约会成功的点的 

区域用阴影标出，故所求的概率为

p =
602 − 402

602
=

5
9

≈ 0.5555556

实际上，我们假定了两人到达的时间在 8 点到 9 点之间的机会均等且互不影响.
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设  是针的中点  到最近的一条平行线的距离，  是

针与此平行线的交角，投针问题就相当于向平面区域  

取点的几何概型.

x M φ

Ω

例：(Buffon 投针问题) 平面上有一族平行线. 其中任何相邻的两线距离都是 . 向平面任意

投一根长为  的针，试求针与某一条平行线相交的概率.

a (a > 0)

l (l ≤ a)

1.4  几何概型

a

a M
x

M
x

φ

φ

Ω = {(φ, x) 0 ≤ φ ≤ π, 0 ≤ x ≤
a
2 }

设  表示针与某一条平行线相交，则A

l
2

sin φ

A = {(φ, x) 0 ≤ φ ≤ π, 0 ≤ x ≤
l
2

sin φ}
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例：(Buffon 投针问题) 平面上有一族平行线. 其中任何相邻的两线距离都是 . 向平面任意

投一根长为  的针，试求针与某一条平行线相交的概率.

a (a > 0)

l (l ≤ a)

1.4  几何概型

设  表示针与某一条平行线相交，则A

A = {(φ, x) 0 ≤ φ ≤ π, 0 ≤ x ≤
l
2

sin φ}

0 π φ

x

a
2

Ω = {(φ, x) 0 ≤ φ ≤ π, 0 ≤ x ≤
a
2 }

Ω
x =

l
2

sin φ

A

p =
m(A)
m(Ω)

=
∫ π

0
l
2 sin φdφ

a
2 ⋅ π

=
2l
πa
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例：(Buffon 投针问题) 平面上有一族平行线. 其中任何相邻的两线距离都是 . 向平面任意

投一根长为  的针，试求针与某一条平行线相交的概率.

a (a > 0)

l (l ≤ a)

1.4  几何概型

由于最后的答案与  有关，因此 Buffon 设想利用它来计算  的值，其方法是投针  次，计算针与

直线相交的次数 ，再以频率值  作为概率  的近似值，代入就有 .

π π N

n
n
N

p =
2l
πa

π =
2l ⋅ N
a ⋅ n
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几何概型在现代概率概念的发展中曾经起过重大作用. 19 世纪时，不少人相信，只要找到适当的等

可能性描述，就可以给概率问题以唯一的解答. 然而有人却构造出了这样一个例子，它包含着几种

似乎都同样有理却相互矛盾的答案.

1.4  几何概型

例：(Bertrand 悖论) 在半径为 1 的圆内随机地取一根弦，求其长度超过该圆内接等边三角形的边长       

的概率.

① 方法一：任何弦交圆周两点，不失一般性，先固定其中一点于

圆周上，以此点为顶点作等边三角形，显然只有落入此三角形

内的弦才满足要求，这种弦的弧长为整个圆周的 ，故所求的

概率为

1
3

p1 =
1
3
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几何概型在现代概率概念的发展中曾经起过重大作用. 19 世纪时，不少人相信，只要找到适当的等

可能性描述，就可以给概率问题以唯一的解答. 然而有人却构造出了这样一个例子，它包含着几种

似乎都同样有理却相互矛盾的答案.

1.4  几何概型

例：(Bertrand 悖论) 在半径为 1 的圆内随机地取一根弦，求其长度超过该圆内接等边三角形的边长       

的概率.

② 方法二：弦长只跟它与圆心的距离有关，而与方向无关，因此

可以假定它垂直于某一直径，当且仅当它与圆心的距离小于  

时，其长才大于内接等边三角形的边长，因此所求的概率为

1
2

p2 =
1
2
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几何概型在现代概率概念的发展中曾经起过重大作用. 19 世纪时，不少人相信，只要找到适当的等

可能性描述，就可以给概率问题以唯一的解答. 然而有人却构造出了这样一个例子，它包含着几种

似乎都同样有理却相互矛盾的答案.

1.4  几何概型

例：(Bertrand 悖论) 在半径为 1 的圆内随机地取一根弦，求其长度超过该圆内接等边三角形的边长       

的概率.

③ 方法三： 弦被其中点唯一确定，当且仅当弦的中点位于半径为 

 的同心圆时，弦长才大于内接等边三角形的边长，此小圆面

积为大圆面积的 ，故所求的概率为

1
2

1
4

p3 =
1
4
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几何概型在现代概率概念的发展中曾经起过重大作用. 19 世纪时，不少人相信，只要找到适当的等

可能性描述，就可以给概率问题以唯一的解答. 然而有人却构造出了这样一个例子，它包含着几种

似乎都同样有理却相互矛盾的答案.

1.4  几何概型

例：(Bertrand 悖论) 在半径为 1 的圆内随机地取一根弦，求其长度超过该圆内接等边三角形的边长       

的概率.

同一问题有三种不同的答案，细究其原因，发现是在取弦时采用了不同的等可能性假定. 在第一种

方法中，假定了端点在圆周上均匀分布. 在第二种方法中，假定了弦的中点在直径上均匀分布，而

在第三种方法中，又假定了弦的中点在圆内均匀分布. 这三种答案针对三种不同的随机试验，对于

各自的随机试验而言，它们都是正确的.

因此在使用随机、等可能、均匀分布等术语时，应明确指明其含义，这又因试验而异.
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1.5  概率空间
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• 采用等可能性来定义概率，其适用范围有限. 对一般随机现象该如何明确定义概率等基本概念？

• 前苏联数学家 Kolmogorov 于1933年在概率论基础一书中，用公理化

的方法与集合论的观点成功地解决了这一问题，他在定义概率这一基

本概念时，仅指明概率应具有的基本性质，而把具体概率的给定放在

一边，这样做的好处是能针对不同的随机试验给定适当的概率.

• Kolmogorov 提出的公理为数很少且极为简单,  但在此基础上却建立起了概率论的宏伟大厦.
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• 随机试验：一个试验 (或观察)，若它的结果预先无法确定，则称之为随机试验，简称试验.

一、事件域

• 样本空间：一个试验的所有可能结果组成的集合，称为样本空间，记作 .Ω

• 样本点：  中的元素称为样本点，用  表示.Ω ω

• 事件：事件  定义为  的一个子集，它包含若干样本点. 事件  发生当且仅当  所包含的样本

点中有一个发生. 事件常用大写字母  等表示.

A Ω A A

A, B, C, …

• 集类： 由  中的若干子集构成的集合称为集类，集类一般用花写字母  等表示.Ω 𝒜, ℬ, ℱ, …
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一、事件域

• 问题:  针对哪些事件给出概率？

① 记  为我们所研究的所有事件的全体.ℱ

② 但  一般不包括所有的事件，即样本空间  的一切子集，因为这将对给确定概率带来困难.ℱ Ω

③  必须把我们感兴趣的事件都包含进来.ℱ

④ 因为事件的积、和、对立等也应为事件，也应有相应的概率，所以需要将它们亦包括进来.

⑤ 当然，  和  必不可少.Ω Φ


