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3.2

1. 设 f1(x)，f2(y) 是概率密度函数，为使 f(x, y) = f1(x)f2(y) + h(x, y) 成为二维概率密度函数，

h(x, y) 必须且只须满足什么条件？(2 分)

【解】 为使 f(x, y) = f1(x)f2(y) + h(x, y) 成为二维概率密度函数，首先它应满足非负的条件，

即

f(x, y) = f1(x)f2(y) + h(x, y) ≥ 0 =⇒ h(x, y) ≥ −f1(x)f2(y)

其次，还应满足 ∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f(x, y)dxdy = 1

即 ∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
[f1(x)f2(y) + h(x, y)] dxdy = 1

亦即 ∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
f1(x)f2(y)dxdy +

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
h(x, y)dxdy = 1

这等价于 ∫ +∞

−∞
f1(x)dx

∫ +∞

−∞
f2(y)dy +

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
h(x, y)dxdy = 1

因为 f1(x)，f2(y) 是概率密度函数，所以

∫ +∞

−∞
f1(x)dx = 1,

∫ +∞

−∞
f2(y)dy = 1

故又有 ∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
h(x, y)dxdy = 0

2. 若 (ξ, η) 的联合概率分布为

ξ −1 0 1

η

−1 a 0 0.2

0 0.1 b 0.1

1 0 0.2 c

且 P {ξη ̸= 0} = 0.4，P {η ≤ 0 | ξ ≤ 0} = 2

3
.

(a) 求 a, b, c 的值. (2 分)

【解】 首先求得 ξ, η 的边际分布律（见下表），利用分布律的性质我们有
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η
ξ

pη(·)
−1 0 1

−1 a 0 0.2 a+ 0.2

0 0.1 b 0.1 b+ 0.2

1 0 0.2 c c+ 0.2

pξ(·) a+ 0.1 b+ 0.2 c+ 0.3 1

a+ 0.2 + b+ 0.2 + c+ 0.2 = 1 =⇒ a+ b+ c = 0.4

再由

P {ξη ̸= 0} = P {ξ = −1, η = −1}+ P {ξ = 1, η = −1}+ P {ξ = −1, η = 1}

+ P {ξ = 1, η = 1}

= a+ 0.2 + 0 + c

= 0.4

由此可得 a+ c = 0.2，从而 b = 0.2. 再利用

P {η ≤ 0 | ξ ≤ 0} = P {ξ ≤ 0, η ≤ 0}
P {ξ ≤ 0}

=
2

3

因为

P {ξ ≤ 0, η ≤ 0} = P {ξ = −1, η = −1}+ P {ξ = −1, η = 0}+ P {ξ = 0, η = −1}

+ P {ξ = 0, η = 0}

= a+ 0.1 + b = a+ 0.3

P {ξ ≤ 0} = P {ξ = −1}+ P {ξ = 0} = a+ 0.1 + b+ 0.2 = a+ 0.5

所以
a+ 0.3

a+ 0.5
=

2

3
，由此可求得 a = 0.1. 故 c = 0.1

(b) 求 ξ、η 的边际概率分布. (2 分)

【解】 ξ 的边际概率分布如下

ξ −1 0 1

pξ(·) 0.2 0.4 0.4

η 的边际概率分布如下
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η −1 0 1

pη(·) 0.3 0.4 0.3

(c) 求 ξ = 1 时 η 的条件概率分布. (2 分)

【解】 因为 ξ、η 的联合概率分布律为

η
ξ

pη(·)
−1 0 1

−1 0.1 0 0.2 0.3

0 0.1 0.2 0.1 0.4

1 0 0.2 0.1 0.3

pξ(·) 0.2 0.4 0.4 1

所以，(η |ξ = 1) 的条件概率分布为

η |ξ = 1 −1 0 1

pη|ξ=1 (·) 0.5 0.25 0.25

(d) 求 η = 0 时 ξ 的条件概率分布. (2 分)

【解】 同理可得，(ξ |η = 0) 的条件概率分布为

ξ |η = 0 −1 0 1

pξ|η=0 (·) 0.25 0.5 0.25

3. 若 (ξ, η) 的联合概率密度函数为

p(x, y) =


Ae−(2x+y), x > 0, y > 0

0, 其它

(a) 求常数 A 的值. (2 分)

【解】 由联合概率密度函数的性质，我们有

1 =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
p(x, y)dxdy =

∫ +∞

0

∫ +∞

0
Ae−(2x+y)dxdy

= A

∫ +∞

0
e−2xdx

∫ +∞

0
e−ydy =

1

2
A

所以 A = 2.
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(b) 求概率 P {ξ < 2, η < 1}. (2 分)

【解】 记平面区域 D1 = {(x, y) : 0 < x < 2, 0 < y < 1}，则所求概率为

P {ξ < 2, η < 1} =
∫∫
D1

p(x, y)dxdy = 2

∫ 2

0
e−2xdx

∫ 1

0
e−ydy =

(
1− e−4

) (
1− e−1

)

(c) 求 ξ 的边际分布函数. (2 分)

【解】 ξ 的边际概率密度函数为

pξ(x) =

∫ +∞

−∞
p(x, y)dy =


∫ +∞
0 2e−(2x+y)dy, x > 0

0, x ≤ 0

=


2e−2x, x > 0

0, x ≤ 0

于是，ξ 的边际分布函数为

Fξ(x) =

∫ x

−∞
pξ(t) dt =


∫ x
0 2 e−2t dt , x > 0

0 , x ≤ 0
=

 1− e−2x , x > 0

0 , x ≤ 0

(d) 求概率 P {ξ + η < 2}. (2 分)

【解】 记平面区域 D2 = {(x, y) : x > 0, y > 0, x+ y < 2}，则所求概率为

P {ξ + η < 2} =
∫∫
x+y<2

p(x, y)dxdy =

∫∫
D2

2e−(2x+y)dxdy

=

∫ 2

0
2e−2x

(∫ 2−x

0
e−ydy

)
dx

=
(
1− e−2

)2
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4. 若 (µ, ν) 的联合分布律为

P {µ = m, ν = n} = (λp)m(λ− λp)n−m

m!(n−m)!
e−λ , m = 0, 1, 2, . . . , n; n = 0, 1, 2, . . .

其中 0 < p < 1.

(a) 求 ν 的边际分布律 P {ν = n}. (2 分)

【解】 ν 的边际分布律为

P {ν = n} =
n∑

m=0

P {µ = m, ν = n}

=
n∑

m=0

(λp)m(λ− λp)n−m

m!(n−m)!
e−λ

=
n∑

m=0

λn

n!
e−λ · n!

m!(n−m)!
pm(1− p)n−m

=
λn

n!
e−λ ·

n∑
m=0

n

m

 pm(1− p)n−m

=
λn

n!
e−λ

(b) 求 µ 的边际分布律 P {µ = m}. (2 分)
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【解】 µ 的边际分布律为

P {µ = m} =
∞∑
n=m

P {µ = m, ν = n}

=

∞∑
n=m

(λp)m(λ− λp)n−m

m!(n−m)!
e−λ ←− 令 k = n−m

=
∞∑
k=0

(λp)m(λ− λp)k

m! k!
e−λ

=

∞∑
k=0

(λp)m

m!
e−λp · (λ− λp)

k

k!
e−λ+λp ←− 令 γ = λ− λp

=
(λp)m

m!
e−λp ·

∞∑
k=0

γk

k!
e−γ

=
(λp)m

m!
e−λp

(c) 求条件分布 P {µ = m | ν = n}. (2 分)

【解】 所求条件分布为

P {µ = m | ν = n} = P {µ = m, ν = n}
P {ν = n}

=
(λp)m(λ− λp)n−m e−λ

m! (n−m)!
· n!

λn e−λ

=

n

m

 pm(1− p)n−m , m = 0, 1, 2, . . . , n

5. 设二维随机变量 (ξ, η) 的联合概率密度函数为

p(x, y) =
1

Γ (k1) Γ (k2)
xk1−1(y − x)k2−1e−y , k1 > 0, k2 > 0, 0 < x ≤ y <∞

(a) 求 ξ 的边际概率密度函数. (2 分)

【解】 利用连续型随机变量边际分布密度函数的计算公式，我们有

pξ(x) =

∫ +∞

−∞
p(x, y)dy
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当 x ≤ 0 时，由 p(x, y) = 0 可知 pξ(x) = 0，当 x > 0 时，

pξ(x) =

∫ +∞

−∞
p(x, y)dy

=
1

Γ (k1) Γ (k2)

∫ +∞

x
xk1−1(y − x)k2−1e−ydy ←− 令 t = y − x

=
1

Γ (k1) Γ (k2)
xk1−1

∫ +∞

0
tk2−1e−t−xdt

=
1

Γ (k1) Γ (k2)
xk1−1e−x

∫ +∞

0
tk2−1e−tdt

=
1

Γ (k1)
xk1−1e−x

即

pξ(x) =


1

Γ (k1)
xk1−1e−x, x > 0

0, x ≤ 0

(b) 求 η 的边际概率密度函数. (2 分)

【解】 利用连续型随机变量边际分布密度函数的计算公式，我们有

pη(y) =

∫ +∞

−∞
p(x, y)dx
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当 y ≤ 0 时，由 p(x, y) = 0 可知 pη(y) = 0，当 y > 0 时，

pη(y) =

∫ +∞

−∞
p(x, y)dx

=
1

Γ (k1) Γ (k2)

∫ y

0
xk1−1(y − x)k2−1dx ←− 令 t =

y − x
y

=
1

Γ (k1) Γ (k2)
e−y

∫ 0

1
(y − yt)k1−1(yt)k2−1 (−ydt)

=
1

Γ (k1) Γ (k2)
e−y

∫ 1

0
yk1−1(1− t)k1−1yk2−1tk2−1ydt

=
1

Γ (k1) Γ (k2)
yk1+k2−1e−y

∫ 1

0
tk2−1(1− t)k1−1dt

再利用 Γ 函数的性质：
Γ(r) Γ(s)

Γ(r + s)
=

∫ 1

0
ur−1(1− u)s−1du

从而有

pη(y) =
1

Γ (k1) Γ (k2)
yk1+k2−1e−y · Γ (k1) Γ (k2)

Γ (k1 + k2)

=
1

Γ (k1 + k2)
yk1+k2−1e−y

即

pη(y) =


1

Γ (k1 + k2)
yk1+k2−1e−y, y > 0

0, y ≤ 0


