
Chapter 3

3.1

1. C 取何值方可使下列数列成为某个随机变量的概率分布：

(a) pk =
C

N
，k = 1, 2, . . . , N . (2 分)

【解】 利用概率分布的性质，应有

N∑
k=1

pk =
N∑
k=1

C

N
= C = 1

(b) pk = C
λk

k!
，k = 1, 2, 3, . . .，λ > 0. (2 分)

【解】 利用概率分布的性质，应有

∞∑
k=1

pk =

∞∑
k=1

C
λk

k!
= C

( ∞∑
k=0

λk

k!
− λ0

0!

)
= C

(
eλ − 1

)
= 1

所以 C =
(
eλ − 1

)−1.

2. 已知随机变量 ξ 的分布函数为

F (x) =



0, x <1

0.2, 1 ≤x <2

0.5, 2 ≤x <3

0.9, 3 ≤x <4

1, x ≥4

计算：
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(a) P (ξ = 1). (2 分)

【解】 利用分布函数求分布律的公式我们有

P (ξ = 1) = F (1)− F (1 − 0) = 0.2− 0 = 0.2

(b) P (ξ = 2). (2 分)

【解】 同理可得

P (ξ = 2) = F (2 )−  F (2 − 0) = 0.5− 0.2 = 0.3

(c) P (ξ = 3). (2 分)

【解】 同理可得

P (ξ = 3) = F (3 )− F (3 − 0) = 0.9− 0.5 = 0.4

(d) P (ξ = 4). (2 分)

【解】 同理可得

P (ξ = 4) = F (4 )−  F (4 − 0) = 1− 0.9 = 0.1

(e) 写出 ξ 的分布列. (2 分)

【解】 综上所述，ξ 的分布列为

ξ 1 2 3 4

pi 0.2 0.3 0.4 0.1

3. 已知随机变量 ξ 的分布列为

ξ −2 1 2

pi 0.3 0.5 0.2

求 ξ 的分布函数. (2 分)
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【解】 利用分布函数的定义，我们有

Fξ(x) = P (ξ < x) =



0, x <−2

0.3, −2 ≤x <1

0.8, 1 ≤x <2

1, x ≥2

其图形如下：

4. 设随机变量 X 的分布函数为

FX(x) =


0, x <1

lnx, 1 ≤x <e

1, x ≥e

(a) 计算概率 P {X ≤ 2}. (2 分)

【解】 该分布函数的图形如下所示：

所以，所求概率为

P {X ≤ 2} = F (2) = ln 2 = 0.6931472
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(b) 计算概率 P {0 < X ≤ 3}. (2 分)

【解】 所求概率为

P {0 < X ≤ 3} = F (3)− F (1) = 1

(c) 计算概率 P

{
2 < X <

5

2

}
. (2 分)

【解】 所求概率为

P

{
2 < X <

5

2

}
= F

(
5

2

)
− F (2) = ln 5

2
− ln 2 = 0.2231436

(d) 求 X 的概率密度函数 pX(x). (2 分)

【解】 由随机变量分布函数与密度函数的关系，我们得 X 的概率密度函数为

pX(x) =
d

dxFX(x) =


1

x
, 1 ≤x ≤ e

0, 其它

5. 设随机变量 ξ ∼ N(0, 1).

(a) 计算概率 P {ξ ≥ 1.645}. (2 分)

【解】 可查表计算，也可以利用 R 软件进行计算

P {ξ ≥ 1.645} = 1− Φ(1.645) = 1− 0.9500151 = 0.0499849

(b) 确定常数 a 使得 P {|ξ| < a} = 0.95. (2 分)

【解】 可查表计算，也可以利用 R 进行计算. 因为

P {|ξ| < a} = P {−a < ξ < a} = Φ(a)− Φ(−a) = 2Φ(a)− 1 = 0.95 =⇒ Φ(a) = 0.975

所以 a = 1.959964.

(c) 确定常数 b 使得 P {|ξ − b| > b} = 0.51. (2 分)
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【解】 可查表计算，也可以利用 R 软件进行计算. 因为

P {|ξ − b| > b} = P {ξ − b > b}+ P {ξ − b < −b}

= P {ξ > 2b}+ P {ξ < 0}

= 1− P {ξ ≤ 2b}+ 0.5

= 1.5− Φ(2b) = 0.51

=⇒ Φ(2b) = 0.99

所以 2b = 2.326348，故 b = 1.163174.

6. 设随机变量 η ∼ N(270, 100).

(a) 计算概率 P {260 < η < 280}. (2 分)

【解】 可利用性质
η − 270

10
∼ N(0, 1) 然后查表计算. 因为

P {260 < η < 280} = P

{
260− 270

10
<
η − 270

10
<

280− 270

10

}
= Φ(1)− Φ(−1) = 2Φ(1)− 1 = 0.6826895

也可以利用 R 直接计算.

(b) 计算概率 P {η < 250}. (2 分)

【解】 可利用性质
η − 270

10
∼ N(0, 1) 然后查表计算. 因为

P {η < 250} = P

{
η − 270

10
<

250− 270

10

}
= Φ(−2) = 1− Φ(2) = 0.02275013

也可以利用 R 软件直接计算.

(c) 计算概率 P {η > 300}. (2 分)



36 CHAPTER 3. 随机变量与分布函数

【解】 可利用性质
η − 270

10
∼ N(0, 1) 然后查表计算. 因为

P {η > 300} = P

{
η − 270

10
>

300− 270

10

}
= 1− Φ(3) = 0.001349898

也可以利用 R 软件直接计算.

7. 设随机变量 ξ 取值于 [0, 1]，如果对于所有的 0 ≤ x ≤ y ≤ 1，都有 P {x <ξ ≤y}只与长度 y−x

有关，证明随机变量 ξ 服从 [0, 1] 上的均匀分布. (2 分)

【解】 记 P {x < ξ ≤y} = f(y − x)，则对于 x = 0 以及任意的 y ∈ [0, 1]，我们有

P {0 < ξ ≤ y} = f(y)

于是，对于任意的 y1, y2 ∈ [0, 1]，注意到 P {x < ξ ≤ y} 只与长度 y − x 有关，从而有

P {0 < ξ ≤ y1 + y2} = P {0 < ξ ≤ y1}+P {y1 < ξ ≤ y1 + y2} = P {0 < ξ ≤ y1}+P {0 < ξ ≤ y2}

即有

f (y1 + y2) = f (y1) + f (y2) =⇒ f(y) = Cy

因为 f(1) = C = P {0 < ξ ≤1} = 1 可得 C = 1，所以 f(x) = x，即得

P {0 < ξ ≤ x} = x, x ∈ [0, 1]

故 ξ 服从 [0, 1] 上的均匀分布.

8. 已知随机变量 ξ 的概率密度函数为

fξ(x) =


A√

1− x2
, |x| < 1

0, |x| ≥ 1
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(a) 求常数 A. (2 分)

【解】 由概率密度函数的性质我们有 A > 0，且

1 =

∫ ∞

−∞
fξ(x) dx =

∫ 1

−1

A√
1− x2

dx = A arcsinx
∣∣∣∣1
−1

= Aπ

所以有 A =
1

π
.

(b) 求 P

{
−1

2
< ξ <

1

2

}
. (2 分)

【解】 所求概率为

P

{
−1

2
< ξ <

1

2

}
=

∫ 1
2

− 1
2

1

π
√
1− x2

dx =
1

π
arcsinx

∣∣∣∣ 12
− 1

2

=
1

3

(c) 求 ξ 分布函数 Fξ(x). (2 分)

【解】 由分布函数与密度函数的关系可知

Fξ(x) = P (ξ < x) =

∫ x

−∞
fξ(t) dt

易知，当 x <−1 时，Fξ(x) = 0. 当 x > 1 时，Fξ(x) = 1. 当 −1 ≤x <1 时，

Fξ(x) =

∫ x

−1

1

π
√
1− t2

dt = 1

π
arcsin t

∣∣∣∣x
−1

=
1

π
arcsinx+

1

2

即，ξ 的分布函数为

Fξ(x) =



0, x <−1

1

π
arcsinx+

1

2
, −1 ≤x <1

1, x ≥1


