
Chapter 2

2.1

1. 若 M 件产品中包含 m 件废品，今在其中任取两件，求：

(a) 取出的两件中至少有一件是废品的概率. (2 分)

【解】 用 A 表示事件“取出的两件中至少有一件是废品”，则利用古典概型概率计算可得

P (A) =

m
1

M −m
1

+

m
2


M

2

 =
m(2M −m− 1)

M(M − 1)

(b) 已知取出的两件中有一件是废品的条件下，另一件也是废品的条件概率. (2 分)

【解】 用 A 表示事件“取出的两件中至少有一件是废品”，用 B 表示事件“取出的两件都是废

品”，易知 B ⊂ A，利用古典概型概率计算可得

P (B) =

m
2


M

2


13
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再根据条件概率的定义可得

P (B |A) =
P (AB)

P (A)
=
P (B)

P (A)

=

m
2


m

1

M −m
1

+

m
2


=

m− 1

2M −m− 1

(c) 已知两件中有一件不是废品的条件下，另一件是废品的条件概率. (2 分)

【解】 用 C 表示事件“取出的两件中有一件不是废品”，D 表示事件“取出的两件中恰有一件

废品”，则所求概率为

P (D |C ) =
P (CD)

P (C)
=
P (D)

P (C)

=

m
1

M −m
1


M −m

2

+

m
1

M −m
1


=

2m

M +m− 1

2. 甲袋中有 a 只白球、b 只黑球，乙袋中有 α 只白球、β 只黑球，某人从甲袋中任取两球放入乙

袋，然后在乙袋中任取两球，问最后取出的两球全为白球的概率是多少. (2 分)

【解】 用 Ai (i = 0, 1, 2) 表示从甲袋中任取两球放入乙袋中的白球个数，则

P (Ai) =

a
i

 b

2− i


a+ b

2

 , i = 0, 1, 2
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用 B 表示从乙袋中任取两球全为白球这一事件，则

P (B |A0 ) =

α
2

β + 2

0


α+ β + 2

2

 =

α
2


α+ β + 2

2



P (B |A1 ) =

α+ 1

2

β + 1

0


α+ β + 2

2

 =

α+ 1

2


α+ β + 2

2



P (B |A2 ) =

α+ 2

2

β
0


α+ β + 2

2

 =

α+ 2

2


α+ β + 2

2


从而由全概率公式有

P (B) = P (A0)P (B |A0 ) + P (A1)P (B |A1 ) + P (A2)P (B |A2 )

=

a
0

b
2


a+ b

2



α
2


α+ β + 2

2

 +

a
1

b
1


a+ b

2



α+ 1

2


α+ β + 2

2

 +

a
2

b
0


a+ b

2



α+ 2

2


α+ β + 2

2



=

b
2

α
2

+

a
1

b
1

α+ 1

2

+

a
2

α+ 2

2


a+ b

2

α+ β + 2

2



3. 设一个家庭中有 n 个小孩的概率为

pn =


αpn , n ≥ 1

1− αp

1− p
, n = 0
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其中 0 < p < 1，0 < α <
1− p
p

. 假设生一个小孩为男孩或女孩是等可能的.

(a) 证明一个家庭有 k (k ≥ 1) 个男孩的概率为
2αpk

(2− p)k+1
. (2 分)

【证明】 假设

An = {一个家庭中有 n 个孩子} , n = 1, 2, 3, . . .

Bk = {该家庭中有 k 个男孩} , k ≥ 1

由于假设生男孩或生女孩是等可能的，所以

P (Bk |An ) =

n
k

(1

2

)n

于是，利用全概率公式可得

P (Bk) =
∞∑
n=k

P (An) P (Bk |An ) =
∞∑
n=k

αpn

n
k

(1

2

)n

= α

∞∑
i=0

k + i

k

(p
2

)k+i

= α
(p
2

)k ∞∑
i=0

k + i

i

(p
2

)i

= α
(p
2

)k ∞∑
i=0

−k − i
i

(−p
2

)i

= α
(p
2

)k (
1− p

2

)−k−1

=
2αpk

(2− p)k+1

(b) 已知家庭中至少有一个男孩，求此家庭至少有两个男孩的概率. (2 分)

【解】 假设 A = {家庭中至少有一个男孩}，B = {家庭中至少有两个男孩}，易知 B ⊂ A，
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并且

P (A) =
∞∑
k=1

2αpk

(2− p)k+1
=

2α

2− p
·

p

2− p
1− p

2− p
=

αp

(2− p) (1− p)

P (B) =

∞∑
k=2

2αpk

(2− p)k+1
=

2α

2− p
·

p2

(2− p)2

1− p

2− p
=

αp2

(2− p)2 (1− p)

根据条件概率的定义，就有

P (B |A) =
P (AB)

P (A)
=
P (B)

P (A)
=

p

2− p

(c) 已知家庭中没有女孩，求正好有一个男孩的概率. (2 分)

【解】 假设

C = {家庭中无女孩} = {家庭中无孩子，或者家庭中有 n 个孩子且都是男孩}

D = {家庭中正好有一个男孩} = {家庭中只有一个孩子且是男孩}

易知 D ⊂ C，而且

P (C) = 1− αp

1− p
+

∞∑
n=1

αpn
(
1

2

)n
= 1− αp

1− p
+

α
p

2

1− p

2

=
2− 3p− αp+ p2

(1− p)(2− p)

P (D) = αp · 1
2
=

1

2
αp

根据条件概率的定义，就有

P (D |C ) =
P (DC)

P (C)
=
P (D)

P (C)
=
αp

2
· (1− p)(2− p)
2− 3p− αp+ p2

=
αp(1− p)(2− p)

2 (2− 3p− αp+ p2)



18 CHAPTER 2. 条件概率与统计独立性

4. 甲袋中有 3 只黑球、7 只白球，乙袋中有 7 只黑球、13 只白球，丙袋中有 12 只黑球、8 只白球.

先以 1 : 2 : 2 的概率选择甲、乙、丙中的一只袋子，再从选中的袋子中先后摸出 2 球.

(a) 求先摸到的是黑球的概率. (2 分)

【解】 记 A1 表示选中甲袋，A2 表示选中乙袋，A3 表示选中丙袋，则

P (A1) =
1

5
, P (A2) =

2

5
, P (A3) =

2

5

用 B1 表示事件先摸到的是黑球，则

P (B1 |A1 ) =

3

1


3 + 7

1

 =
3

10

P (B1 |A2 ) =

7

1


7 + 13

1

 =
7

20

P (B1 |A3 ) =

12

1


12 + 8

1

 =
12

20

从而由全概率公式有

P (B1) = P (A1)P (B1 |A1 ) + P (A2)P (B1 |A2 ) + P (A3)P (B1 |A3 )

=
1

5
· 3
10

+
2

5
· 7
20

+
2

5
· 12
20

= 0.44

(b) 已知后摸到的是白球，求先摸到的是黑球概率. (2 分)

【解】 用 B2 表示事件“后摸到的是黑球”，则 B2 表示事件“后摸到的是白球”，于是我们要计

算的是条件概率 P
(
B1

∣∣B2

)
，由条件概率的定义知

P
(
B1

∣∣B2

)
=
P
(
B1B2

)
P
(
B2

)
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根据全概率公式，我们有

P
(
B1B2

)
= P (A1)P

(
B1B2 |A1

)
+ P (A2)P

(
B1B2 |A2

)
+ P (A3)P

(
B1B2 |A3

)
=

1

5
· 3
10
· 7
9
+

2

5
· 7
20
· 13
19

+
2

5
· 12
20
· 8
19

= 0.24351

P
(
B2

)
= P (A1)P

(
B2 |A1

)
+ P (A2)P

(
B2 |A2

)
+ P (A3)P

(
B2 |A3

)
=

1

5
· 7
10

+
2

5
· 13
20

+
2

5
· 8
20

= 0.56

故

P
(
B1

∣∣B2

)
=
P
(
B1B2

)
P
(
B2

) =
0.24351

0.56
= 0.4348


