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4.3

1. 设 ξ ∼ U [0, 1]，求 ξ 的特征函数. (2 分)

【解】 ξ ∼ U [0, 1] 的概率密度函数为

p(x) =


1, 0 ≤ x ≤ 1

0, 其它

于是，ξ 的特征函数为

f(t) = E
(

eitξ
)
=

∫ ∞

−∞
eitxp(x)dx =

∫ 1

0
eitxdx =

1

it
eitx
∣∣∣∣1
0

=
eit − 1

it

=


eit − 1

it
, t ̸= 0

lim
t→0

eit − 1

it
= lim

t→0

ieit
i

= 1, t = 0

2. 设随机向量 (ξ, η) 的联合概率密度函数为

p(x, y) =


1 + xy

(
x2 + y2

)
4

, |x| ≤ 1, |y| ≤ 1

0, 其它

(a) 证明 ξ 与 η 不相互独立. (2 分)

【证明】 ξ、η 的边际分布密度函数分别为

pξ(x) =

∫ ∞

−∞
p(x, y)dy =

∫ 1

−1

1 + xy
(
x2 + y2

)
4

dy =
1

2
, |x| ≤ 1

pη(y) =

∫ ∞

−∞
p(x, y)dx =

∫ 1

−1

1 + xy
(
x2 + y2

)
4

dx =
1

2
, |y| ≤ 1

因为 p(x, y) ̸= pξ(x) · pη(y)，所以 ξ 与 η 不相互独立.

(b) 证明其特征函数满足 fξ+η(t) = fξ(t) fη(t). (2 分)



76 CHAPTER 4. 数字特征与特征函数

【证明】 ξ 的特征函数为

fξ(t) = E
(

eitξ
)
=

∫ ∞

−∞
eitx · pξ(x)dx =

∫ 1

−1

1

2
eitxdx =

1

2it
eitx
∣∣∣∣1
−1

=
eit − e−it

2it

=


eit − e−it

2it
, t ̸= 0

1, t = 0

同理可得 η 的特征函数为

fη(t) =


eit − e−it

2it
, t ̸= 0

1, t = 0

于是

fξ(t) · fη(t) =


−
(
eit − e−it

)2
4t2

, t ̸= 0

1, t = 0

=


2− e2it − e−2it

4t2
, t ̸= 0

1, t = 0

ξ + η 的特征函数为

fξ+η(t) = E
(

eit(ξ+η)
)
=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
eit(x+y) · p(x, y)dxdy

=

∫ 1

−1

∫ 1

−1
eitx · eity ·

1 + xy
(
x2 + y2

)
4

dxdy

=
1

4

∫ 1

−1
eitxdx ·

∫ 1

−1
eitydy +

∫ 1

−1

∫ 1

−1
eitx · eity ·

xy
(
x2 + y2

)
4

dxdy

其中

∫ 1

−1
eitxdx =

eitx
it

∣∣∣∣1
−1

=
eit − e−it

it
=


eit − e−it

it
, t ̸= 0

2, t = 0

∫ 1

−1
eitydy =

eity
it

∣∣∣∣1
−1

=
eit − e−it

it
=


eit − e−it

it
, t ̸= 0

2, t = 0
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∫ 1

−1

∫ 1

−1
eitx · eity ·

xy
(
x2 + y2

)
4

dxdy

=

∫ 1

−1

∫ 1

−1

xy
(
x2 + y2

)
4

· [cos(tx) + i sin(tx)] [cos(ty) + i sin(ty)] dxdy

=

∫ 1

−1

∫ 1

−1

xy
(
x2 + y2

)
4

cos(tx) cos(ty)dxdy + i

∫ 1

−1

∫ 1

−1

xy
(
x2 + y2

)
4

cos(tx) sin(ty)dxdy

+ i

∫ 1

−1

∫ 1

−1

xy
(
x2 + y2

)
4

sin(tx) cos(ty)dxdy −
∫ 1

−1

∫ 1

−1

xy
(
x2 + y2

)
4

sin(tx) sin(ty)dxdy

利用被积函数的奇偶性、积分区域的对称性可知

∫ 1

−1

∫ 1

−1
eitx · eity ·

xy
(
x2 + y2

)
4

dxdy = 0

从而

fξ+η(t) =
1

4

∫ 1

−1
eitxdx ·

∫ 1

−1
eitydy =


2− e2it − e−2it

4t2
, t ̸= 0

1, t = 0

= fξ(t) · fη(t)

3. 设随机变量 ξ ∼ N
(
µ, σ2

)
，利用特征函数法求 E

[
(ξ − µ)k

]
. (2 分)

【解】 由 ξ ∼ N
(
µ, σ2

)
易知 ξ − µ ∼ N

(
0, σ2

)
，于是随机变量 ξ − µ 的特征函数为

f(t) = e
− 1

2σ2t2

于是，将 f(t) 展开为 Maclaurin 级数，则有

f(t) = e
− 1

2σ2t2

= 1− 1

2
σ2t2 +

1

2!

1

22
σ4t4 + · · ·+ (−1)n

n!

1

2n
σ2nt2n + · · ·

= 1− 1

2
σ2t2 +

1

4!!
σ4t4 + · · ·+ (−1)n

(2n)!!
σ2nt2n + · · ·
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所以

E
[
(ξ − µ)k

]
=
f (k)(0)

ik
=


σk(k − 1)!! , k 为偶数

0 , k 为奇数

【注】 双阶乘的定义为

n!! =

[n2 ]−1∏
k=0

(n− 2k) =



n
2∏

k=1

(2k) = n(n− 2)(n− 4) · · · × 4× 2 , k 为偶数

n+1
2∏

k=1

(2k − 1) = n(n− 2)(n− 4) · · · × 3× 1 , k 为奇数

4. (中位数) 对于任意随机变量 X，满足以下两式

P (X ≤ x) ≥ 1

2
, P (X ≥ x) ≤ 1

2

的 x 称为 X 的 ，记为 x 1
2

或 M，它是反映集中位置的一个 . 中位数总是存在

的，但可以不唯一. 如果画出 X 的分布函数 F (x) 的图形，当 F (x) 连续时，那么 x 1
2

是方程

F (x) =
1

2
的解，如果 F (x) 有跳跃点，用垂直于横轴的线段连接后，得一连续曲线，它与直线

y =
1

2
的交点的横坐标即为 x 1

2
. 由于交点可以不唯一，故可以有很多 x 1

2
.

(a) 设 X 的概率密度函数为

p(x) =


2e−2x, x ≥ 0

0, x < 0

求 X 的中位数. (2 分)
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【解】 如果 X 的分布函数为 F (x)，则 X 的中位数 M 应满足 F (M) =
1

2
，即

1

2
= F (M) = P {X ≤M} =

∫ M

0
2e−2xdx = −e−2x

∣∣M
0

= 1− e−2M

由此解得 X 的中位数为

M =
1

2
ln 2

(b) 设 X 服从 Cauchy 分布，其概率密度函数为

p(x) =
b

π [(x− a)2 + b2]
, −∞ < x <∞

其中 −∞ < a <∞，b > 0. 求 X 的中位数. (2 分)

【解】 由中位数的定义有

1

2
= F (M) = P {X ≤M}

=

∫ M

−∞

b

π [(x− a)2 + b2]
dx

=
1

π
arctan

(
x− a
b

)∣∣∣∣M
−∞

=
1

π
arctan

(
M − a
b

)
+

1

2

所以

arctan
(
M − a
b

)
= 0

由此知 M − a = 0，故 X 的中位数 M = a.


