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4.2

1. 设随机向量 (ξ, η) 的联合分布律为
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(a) 求 D(ξ)、D(η). (2 分)

【解】 我们已经计算得 ξ、η 的边际分布律如表 4.1 所示，它们的数学期望分别为 E(ξ) =

E(η) = 0，于是，由方差的计算公式有

D(ξ) = E
(
ξ2
)
− [E(ξ)]2 = (−1)2 × 3

8
+ 02 × 1

4
+ 12 × 3

8
− 02 =

3

4

D(η) = E
(
η2
)
− [E(η)]2 = (−1)2 × 3

8
+ 02 × 1

4
+ 12 × 3

8
− 02 =

3

4

(b) 证明 ξ 与 η 不相关. (2 分)

【证明】 计算 ξ 与 η 的协方差可得

cov(ξ, η) = E(ξη)− E(ξ) · E(η)

= (−1)× (−1)× 1

8
+ (−1)× 0× 1

8
+ (−1)× 1× 1

8

+ 0× (−1)× 1

8
+ 0× 0× 0 + 0× 1× 1

8

+ 1× (−1)× 1

8
+ 1× 0× 1

8
+ 1× 1× 1

8
− 0× 0

= 0

所以 ξ 与 η 不相关.

(c) 证明 ξ 与 η 不相互独立. (2 分)
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【证明】 因为

P {ξ = 0, η = 0} = 0 ̸= 1

4
× 1

4
= P {ξ = 0} · P {η = 0}

所以 ξ 与 η 不相互独立.

2. 设随机向量 (ξ, η) 的联合概率密度函数为

f(x, y) =


12y2, 0 ≤ y ≤ x ≤ 1

0, 其它

(a) 求 D(ξ)、D(η). (2 分)

【解】 联合概率密度函数的非零区域如上图所示，上周作业中我们已计算得 E(ξ) =
4

5
，

E(η) =
3

5
，由方差的计算公式则有

D(ξ) = E
(
ξ2
)
− [E(ξ)]2 =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x2 · f(x, y)dydx−

(
4

5

)2

=

∫ 1

0
x2 ·

(∫ x

0
12y2dy

)
dx− 16

25

=
2

3
− 16

25
=

2

75

D(η) = E
(
η2
)
− [E(η)]2 =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
y2 · f(x, y)dxdy −

(
3

5

)2

=

∫ 1

0
y2 ·

(∫ 1

y
12y2dx

)
dy − 9

25

=
2

5
− 9

25
=

1

25
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(b) 求 cov(ξ, η). (2 分)

【解】 由协方差的计算公式我们有

cov(ξ, η) = E (ξη)− E (ξ) · E (η)

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xy · f(x, y)dxdy − 4

5
× 3

5

=

∫ 1

0

(∫ x

0
xy · 12y2dy

)
dx− 12

25

=
1

2
− 12

25
=

1

50

3. 设随机变量 ξ 与 η 相互独立，且 ξ ∼ N(720, 302)，η ∼ N(640, 252).

(a) 确定 ζ1 = 2ξ + η 的分布. (2 分)

【解】 因为相互独立的正态分布随机变量的线性组合还是服从正态分布的随机变量，所以

ζ1 = 2ξ + η 服从正态分布，而

E (ζ1) = E (2ξ + η) = 2E(ξ) + E(η) = 2× 720 + 640 = 2080

D (ζ1) = D (2ξ + η) = 22D(ξ) +D(η) = 4× 302 + 252 = 4225 = 652

因此，ζ1 ∼ N
(
2080, 652

)
.

(b) 确定 ζ2 = ξ − η 的分布. (2 分)

【解】 同理，因为

E (ζ2) = E (ξ − η) = E(ξ)− E(η) = 720− 640 = 80

D (ζ2) = D (ξ − η) = D(ξ) +D(η) = 302 + 252 = 1525

因此，ζ2 ∼ N (80, 1525).

(c) 求 P {ξ > η}. (2 分)
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【解】 所求概率为

P {ξ > η} = P {ξ − η > 0} = P {ζ2 > 0} = 1− P {ζ2 ≤ 0}

= 1− Φ

(
0− 80√
1525

)
= 0.9797489

(d) 求 P {ξ + η > 1400}. (2 分)

【解】 因为 ξ + η ∼ N
(
720 + 640, 302 + 252

)
= N (1360, 1525)，所以，所求概率为

P {ξ + η > 1400} = 1− P {ξ + η ≤ 1400} = 1− Φ

(
1400− 1360√

1525

)
= 0.152848

得到上述概率的 R 代码如下：

4. 设随机向量 (ξ� η) 的联合概率密度函数为

p(x, y) =


1

8
(x+ y), 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 2

0, 其它

(a) 求 E(ξ)，E(η). (2 分)

【解】 两个随机变量的数学期望为

E(ξ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x · p(x, y)dydx =

1

8

∫ 2

0
x

(∫ 2

0
(x+ y)dy

)
dx =

1

8
· 28
3

=
7

6

E(η) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
y · p(x, y)dxdy =

1

8

∫ 2

0
y

(∫ 2

0
(x+ y)dx

)
dy =

1

8
· 28
3

=
7

6

(b) 求 D(ξ)，D(η). (2 分)
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【解】 两个随机变量的方差为

D(ξ) = E
(
ξ2
)
− [E(ξ)]2 =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
x2 · p(x, y)dydx−

(
7

6

)2

=
1

8

∫ 2

0
x2
(∫ 2

0
(x+ y)dy

)
dx− 49

36
=

11

36

D(η) = E
(
η2
)
− [E(η)]2 =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
y2 · p(x, y)dxdy −

(
7

6

)2

=
1

8

∫ 2

0
y2
(∫ 2

0
(x+ y)dx

)
dy − 49

36
=

11

36

(c) 求 cov(ξ, η). (2 分)

【解】 两个随机变量的协方差为

cov(ξ, η) = E(ξη)− E(ξ) · E(η)

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
xy · p(x, y)dxdy − 7

6
× 7

6

=
1

8

∫ 2

0

∫ 2

0
xy(x+ y)dxdy − 49

36

= − 1

36

(d) 求 ξ 与 η 的相关系数 ρ. (2 分)

【解】 所求 ξ 与 η 的相关系数为

ρ =
cov(ξ, η)√
D(ξ)

√
D(η)

=
− 1

36√
11

36
×
√

11

36

= − 1

11

(e) 求 D(ξ + η). (2 分)

【解】 两个随机变量之和的方差为

D(ξ + η) = D(ξ) +D(η) + 2cov(ξ, η) = 11

36
+

11

36
+ 2×

(
− 1

36

)
=

5

9

5. 设随机变量 ξ 满足 a ≤ ξ ≤ b.
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(a) 证明：D(ξ) ≤ (b− a)2

4
. (2 分)

【证明一】 由方差的定义与性质，我们有

D(ξ) = E
{
[ξ − E(ξ)]2

}
≤ E

[(
ξ − a+ b

2

)2
]

←− a ≤ ξ ≤ b

≤ E

[(
b− a+ b

2

)2
]
=

(b− a)2

4

【证明二】 定义 η =
ξ − a
b− a

，则有 0 ≤ η ≤ 1，于是

D(η) = E
(
η2
)
− [E(η)]2

≤ E(η)− [E(η)]2

= E(η) [1− E(η)] ≤ 1

4

从而

D(ξ) = (b− a)2 ·D(η) ≤ (b− a)2

4

(b) 上述不等式中的等号在何种情况下成立. (2 分)

【解法一】方差表示随机变量关于其数学期望的离散程度，因为 a ≤ ξ ≤ b，所以当 P {ξ = a} =

P {ξ = b} = 1

2
时，ξ 的方差达到最大，此时

D(ξ) = E
(
ξ2
)
− [E(ξ)]2 =

a2

2
+
b2

2
−
(
a+ b

2

)2

=
(b− a)2

4

【解法二】 证明二当中等式成立的充分必要条件是

E(η) = [E(η)]2 =
1

2
, P {η = 0} = P {η = 1} = 1

2

6. 随机变量 X 与 Y 相互独立，均服从 [0, 1] 上的均匀分布. 以 X、Y 为边长作一个长方形，ξ 表

示长方形的面积，以 η 表示长方形的周长.

(a) 求 E(ξ)，E(η). (2 分)
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【解】 因为 X ∼ U [0, 1]，Y ∼ U [0, 1]，所以 E(X) = E(Y ) =
1

2
，D(X) = D(Y ) =

1

12
.

以 X、Y 为边长作一个长方形，ξ 表示该长方形的面积，η 表示该长方形的周长，则

ξ = X · Y , η = 2(X + Y )

再由 X 与 Y 相互独立，可知

E(ξ) = E(XY ) = E(X) · E(Y ) =
1

4

E(η) = E [2(X + Y )] = 2 [E(X) + E(Y )] = 2

(b) 求 D(ξ)，D(η). (2 分)

【解】 因为 X 与 Y 相互独立，所以 X2 与 Y 2 亦相互独立，于是

D(ξ) = D(XY ) = E
(
X2Y 2

)
− [E(XY )]2 = E

(
X2
)
· E
(
Y 2
)
− [E(X) · E(Y )]2

=
{
D(X) + [E(X)]2

}
·
{
D(Y ) + [E(Y )]2

}
− 1

16

=

(
1

12
+

1

4

)
·
(

1

12
+

1

4

)
− 1

16
=

7

144

D(η) = D [2(X + Y )] = 4 [D(X) +D(Y )] = 4

(
1

12
+

1

12

)
=

2

3

(c) 求 cov(ξ, η). (2 分)

【解】 因为 X 与 Y 相互独立，所以 X2 与 Y 亦相互独立，X 与 Y 2 亦相互独立，于是

cov(ξ, η) = cov (XY, 2(X + Y )) = 2cov (XY, X + Y ) = 2 [cov (XY, X) + cov (XY, Y )]

= 2
[
E
(
X2Y

)
− E(XY ) · E(X)

]
+ 2

[
E
(
XY 2

)
− E(XY ) · E(Y )

]
= 2

{
E
(
X2
)
· E(Y )− [E(X)]2 · E(Y )

}
+ 2

{
E(X) · E

(
Y 2
)
− E(X) · [E(Y )]2

}
= E

(
X2
)
− 1

4
+ E

(
Y 2
)
− 1

4
= D(X) + [E(X)]2 +D(Y ) + [E(Y )]2 − 1

2

=
1

6

(d) 求 ξ 与 η 的相关系数 ρ. (2 分)
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【解】 由相关系数的定义，可知 ξ 与 η 的相关系数为

ρ =
cov(ξ, η)√
D(ξ)

√
D(η)

=

1

6√
7

144
×
√

2

3

=

√
6

7
= 0.9258201


