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4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

设X1, . . . , Xm是自正态总体N(a, σ2
1)抽取的简单样本，Y1, . . . , Yn是自正

态总体N(b, σ2
2)抽取的简单样本，且X1, . . . , Xm和Y1, . . . , Yn独立。

设X̄, Ȳ和S2
1 , S

2
2分别为这两组样本的样本均值和样本方差，其中

X̄ =
1

m

m∑
i=1

Xi, Ȳ =
1

n

n∑
j=1

Yj

S2
1 =

m∑
i=1

(Xi − X̄)2/(m− 1), S2
2 =

n∑
j=1

(Yj − Ȳ )2/(n− 1)

下面讨论两个正态总体均值差和方差比的置信区间问题。
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4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

1. 均值差b− a的置信区间

（1）当σ2
1 = σ2

2 = σ2未知时，令

S2
ω =

1

m+ n− 2
[(m− 1)S2

1 + (n− 1)S2
2 ]

=
1

m+ n− 2
[
m∑
i=1

(Xi − X̄)2 +
n∑

j=1

(Yj − Ȳ )2],
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4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

显然，Ȳ − X̄是b− a的无偏估计，且由推论2.3.4知

Tω =
Ȳ − X̄ − (b− a)

Sω

√
mn

m+ n
∼ tm+n−2,

Tω的表达式与b− a有关，但其分布与b− a无关。

取Tω为枢轴变量，故有

P (|Tω| ≤ tm+n−2(α/2))

=P

(∣∣∣∣ Ȳ − X̄ − (b− a)

Sω

∣∣∣∣√ mn

m+ n
≤ tm+n−2(α/2)

)
=1− α,
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显然，Ȳ − X̄是b− a的无偏估计，且由推论2.3.4知

Tω =
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4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

由上式括号中不等式的等价变形，可得b− a的置信系数为1− α的置信

区间为

[
Ȳ − X̄ − Sωtm+n−2

(α
2

)√ 1

m
+

1

n
,

Ȳ − X̄ + Sωtm+n−2

(α
2

)√ 1

m
+

1

n

]
,

其单侧置信上、下限为Ȳ − X̄ ± Sωtm+n−2(α)
√

1
m + 1

n，其中“+”是

置信上限。
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4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

注注注 4.2.3

上面讨论的是两个正态总体方差σ2
1 = σ2

2但未知的情形。如果两个正态

总体方差σ2
1和σ2

2已知，如何求其均值差b− a的置信区间？（作业）

另一个问题：设两个正态总体的方差σ2
1和σ2

2未知、且不假定二者相等，

但假定从两个正态总体中分别抽取样本的样本容量m = n，此时如何求

两个正态总体均值差b− a的置信区间？（作业）
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4.2.3 两个正态总体参数的置信区间性

例 (4.2.5)

某公司利用两条自动化流水线罐装矿泉水。现从生产线上抽取样

本X1, . . . , X12和Y1, . . . , Y17，它们是每瓶矿泉水的体积（单位：mL）。

算得样本均值X̄ = 501.1，Ȳ = 499.7；样本方差S2
1 = 2.4，S2

2 = 4.7。

假设这两天流水线所装的矿泉水的体积分别服从正态分

布N(a, σ2)和N(b, σ2)，试求b− a置信系数为0.95的置信区间。
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4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

解解解

由于Ȳ − X̄ = −1.4，

S2
w =

(m− 1)S2
1 + (n− 1)S2

2

n+m− 2
=

11× 2.4 + 16× 4.7

12 + 17− 2
= 3.763,

于是Sw = 1.94，查表求得tm+n−2(α/2) = t27(0.025) = 2.05，算得

Swtm+n−2(α/2)

√
1

n
+

1

m
= 1.94× 2.05

√
1

12
+

1

17
= 1.50.
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4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

因此b− a的95%的置信区间为

[
Ȳ − X̄ − Sωtm+n−2

(α
2

)√ 1

m
+

1

n
, Ȳ − X̄ + Sωtm+n−2

(α
2

)√ 1

m
+

1

n

]
= [−2.9, 0.1].

□
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, Ȳ − X̄ + Sωtm+n−2

(α
2

)√ 1

m
+

1

n

]
= [−2.9, 0.1].

□

数理统计 2026 年 5 月 6 日 10 / 86



4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

（2）当σ2
1 ̸= σ2

2皆未知时，求b− a的置信区间问题。

这是著名的Behrens-Fisher问题。它是Behrens在1929年从实际应用中提

出的问题，它的几种特殊情况已获得圆满解决，但一般情况至今仍有文

献在讨论。

Fisher 首先研究了这个问题，并对一般情况给出近似解法。随后许多著

名统计学家，如Scheffe 和Welch等也研究了这个问题。但至今还得不出

简单、精确的解法，只提出一些近似的解法。
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4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

下面给出两种近似的结果

（i）当m与n都充分大时可用大样本方法，由于

Ȳ − X̄ − (b− a)√
σ2
1/m+ σ2

2/n
∼ N(0, 1),

且当m → ∞时S2
1

p−→ σ2
1，当n → ∞时S2

2
p−→ σ2

2，利用Slutsky定理可

知，当m,n → ∞时，有

Ũ =
Ȳ − X̄ − (b− a)√

S2
1/m+ S2

2/n
=

Ȳ − X̄ − (b− a)√
σ2
1/m+ σ2

2/n
·
√
σ2
1/m+ σ2

2/n√
S2
1/m+ S2

2/n

L−→ N(0, 1).
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4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

因此，取Ũ为枢轴变量。当m,n充分大时，b− a的置信系数近似

为1− α的置信区间是

[
Ȳ − X̄ − uα/2

√
S2
1

m
+

S2
2

n
, Ȳ − X̄ + uα/2

√
S2
1

m
+

S2
2

n

]
.

其单侧置信上、下限为Ȳ − X̄ ± uα

√
S2
1

m +
S2
2
n ，其中“+”号是置信上

限。
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4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

（ii）*一般情形，即σ2
1 ̸= σ2

2皆未知，且m和n都不是充分大的情形。令

S2
∗ =

S2
1

m
+

S2
2

n
.

取枢轴变量为

T∗ =
Ȳ − X̄ − (b− a)

S∗
.
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Ȳ − X̄ − (b− a)

S∗
.

数理统计 2026 年 5 月 6 日 14 / 86



4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

（ii）*一般情形，即σ2
1 ̸= σ2

2皆未知，且m和n都不是充分大的情形。令

S2
∗ =

S2
1

m
+

S2
2

n
.

取枢轴变量为

T∗ =
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4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

在一般情况下，T∗已不服从t分布。但与具有适当自由度r的t分布很接

近，其中r由下列公式确定：

r = S4
∗/

[
S4
1

m2(m− 1)
+

S4
2

n2(n− 1)

]
.

r一般不为整数，可取与其最接近的整数代替之。于是，近似地有

T∗ =
Ȳ − X̄ − (b− a)

S∗
∼ tr.

数理统计 2026 年 5 月 6 日 15 / 86



4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

在一般情况下，T∗已不服从t分布。但与具有适当自由度r的t分布很接

近，其中r由下列公式确定：

r = S4
∗/

[
S4
1

m2(m− 1)
+

S4
2

n2(n− 1)

]
.

r一般不为整数，可取与其最接近的整数代替之。于是，近似地有

T∗ =
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4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

取T∗为枢轴变量，运用与前面类似步骤可得b− a的置信系数近似

为1− α的置信区间为

[Ȳ − X̄ − tr(α/2)S∗, Ȳ − X̄ + tr(α/2)S∗].

其单侧置信上、下限为Ȳ − X̄ ± tr(α)S∗，其中“+”号是置信上限。

这是由Welch在1938年给出的Behrens-Fisher问题的一个近似解法。
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其单侧置信上、下限为Ȳ − X̄ ± tr(α)S∗，其中“+”号是置信上限。

这是由Welch在1938年给出的Behrens-Fisher问题的一个近似解法。

数理统计 2026 年 5 月 6 日 16 / 86



4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

取T∗为枢轴变量，运用与前面类似步骤可得b− a的置信系数近似

为1− α的置信区间为
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[Ȳ − X̄ − tr(α/2)S∗, Ȳ − X̄ + tr(α/2)S∗].
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4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

例 (4.2.6)

欲比较甲、乙两种棉花品质的优劣。

现假设用它们纺出的棉纱强度服从N(a, σ2
1)和N(b, σ2

2)，σ2
1 ̸= σ2

2。

试验者从这两批棉纱中分别抽取样本X1, . . . , X120和Y1, . . . , Y60，其样本

均值和样本方差分别为

X̄ = 3.3.2, Ȳ = 3.76, S2
1 = 2.18, S2

2 = 5.76

试给出a− b的95%的置信区间。
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4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

解解解

由于σ2
1 ̸= σ2

2，故这是 Behrens-Fisher 问题。由于样本容量m = 120，

n = 60都比较大，采用大样本的近似方法求置信区间。

由数据算得

X̄ − Ȳ = −0.44,√
S2
1/m+ S2

2/n =
√

2.18/120 + 5.76/60 = 0.338.

查表求得u0.025 = 1.96，算得

uα/2

√
S2
1/m+ S2

2/n = 1.96× 0.338 = 0.662,
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4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

可得a− b的置信系数近似为0.95的置信区间为

[
X̄ − Ȳ − uα/2

√
S2
1

m
+

S2
2

n
, X̄ − Ȳ + uα/2

√
S2
1

m
+

S2
2

n

]
=[−1.102, 0.222].

□
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4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

例 (4.2.7)

某厂利用两条自动化流水线装番茄酱罐头，现分别从两条流水线上各随

机抽取一组样本：X1, . . . , X6；Y1, . . . , Y7。分别称重（单位：克）后，

算得

X̄ = 10.6, Ȳ = 10.1, S2
1 = 0.0125, S2

2 = 0.01.

假设这两条流水线上所装番茄酱的重量都服从正态分布，其均值分别

为a和b，而方差σ2
1和σ2

2不等，求a− b的置信水平近似为0.90的置信区

间。
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4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

解解解

由于方差σ2
1 ̸= σ2

2，故这是 Behrens-Fisher 问题。由于样本容

量m = 6和n = 7都比较小，故采用式

[X̄ − Ȳ − tr(α/2)S∗, X̄ − Ȳ + tr(α/2)S∗]

计算置信区间。
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4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

经计算

S2
∗ =

0.0125

6
+

0.01

7
= 0.003512,

S∗ =0.05926,

r =0.0035122/

(
0.01252

62 × 5
+

0.012

72 × 6

)
=129.35 ≈ 129.

已知α = 0.10，查t分布表可得tr(α/2) = t129(0.05) = 1.654，

X̄ − Ȳ = 0.5。
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4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

故a− b的置信水平近似为0.90的置信区间为

[X̄ − Ȳ − tr(α/2)S∗, X̄ − Ȳ + tr(α/2)S∗]

=[0.402, 0.598].

□
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4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

2. 方差比σ2
1/σ

2
2的置信区间

首先考虑正态总体均值a和b未知的情形。

令S2
1和S2

2由本小节开头的公式给出，显然

(m− 1)S2
1/σ

2
1 ∼ χ2

m−1, (n− 1)S2
2/σ

2
2 ∼ χ2

n−1,

且S2
1，S2

2分别为σ2
1和σ2

2的无偏估计。
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4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

可知

F =
S2
1/σ

2
1

S2
2/σ

2
2

=
S2
1

S2
2

· σ
2
2

σ2
1

∼ Fm−1,n−1.

F的表达式与σ2
1/σ

2
2有关，但其分布与σ2

1/σ
2
2无关，故取F为枢轴变量。
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4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

找d1和d2，使得

P

(
d1 ≤

S2
1

S2
2

· σ
2
2

σ2
1

≤ d2

)
= 1− α.

满足上述要求的d1和d2有无穷多对，其中存在一对使区间估计精度最

高。

但这样一对d1和d2常常无显示表达，需要通过数值方法求得，使用不方

便。
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4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

通常的做法是构造等尾的置信区间，即令d1和d2满足下列要求：

P

(
S2
1

S2
2

· σ
2
2

σ2
1

< d1

)
=

α

2
, P

(
S2
1

S2
2

· σ
2
2

σ2
1

> d2

)
=

α

2
,

查自由度为m− 1，n− 1的F分布上侧分位数表易得

d1 = Fm−1,n−1(1− α/2),

d2 = Fm−1,n−1(α/2).
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4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

故有

P

(
Fm−1,n−1(1− α/2) ≤ S2

1

S2
2

· σ
2
2

σ2
1

≤ Fm−1,n−1(α/2)

)
= 1− α.

最后利用不等式的等价变形，得到σ2
1/σ

2
2的置信系数为1− α的置信区间

为 [
S2
1

S2
2

· 1

Fm−1,n−1(α/2)
,
S2
1

S2
2

· 1

Fm−1,n−1(1− α/2)

]
.

数理统计 2026 年 5 月 6 日 28 / 86



4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

故有

P

(
Fm−1,n−1(1− α/2) ≤ S2

1

S2
2

· σ
2
2

σ2
1

≤ Fm−1,n−1(α/2)

)
= 1− α.

最后利用不等式的等价变形，得到σ2
1/σ

2
2的置信系数为1− α的置信区间

为 [
S2
1

S2
2

· 1

Fm−1,n−1(α/2)
,
S2
1

S2
2

· 1

Fm−1,n−1(1− α/2)

]
.

数理统计 2026 年 5 月 6 日 28 / 86



4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

故有

P

(
Fm−1,n−1(1− α/2) ≤ S2

1

S2
2

· σ
2
2

σ2
1

≤ Fm−1,n−1(α/2)

)
= 1− α.

最后利用不等式的等价变形，得到σ2
1/σ

2
2的置信系数为1− α的置信区间

为

[
S2
1

S2
2

· 1

Fm−1,n−1(α/2)
,
S2
1

S2
2

· 1

Fm−1,n−1(1− α/2)

]
.

数理统计 2026 年 5 月 6 日 28 / 86



4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

故有

P

(
Fm−1,n−1(1− α/2) ≤ S2

1

S2
2

· σ
2
2

σ2
1

≤ Fm−1,n−1(α/2)

)
= 1− α.

最后利用不等式的等价变形，得到σ2
1/σ

2
2的置信系数为1− α的置信区间

为 [
S2
1

S2
2

· 1

Fm−1,n−1(α/2)
,
S2
1

S2
2

· 1

Fm−1,n−1(1− α/2)

]
.

数理统计 2026 年 5 月 6 日 28 / 86



4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

由于当α较小时（如α = 0.01, α = 0.05），Fm−1,n−1(1−α/2)在F分布表

中无法查到，利用F分布的如下性质

Fm,n(1− α/2) =
1

Fn,m(α/2)
,

可以通过查Fn,m(α/2)将其算得。
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4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

同理可得到σ2
1/σ

2
2的置信系数为1− α的单侧置信下、上限分别为

S2
1

S2
2

· 1

Fm−1,n−1(α)
,

S2
1

S2
2

· 1

Fm−1,n−1(1− α)
=

S2
1

S2
2

· Fn−1,m−1(α).
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4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

注注注 4.2.4

上面讨论的是两个正态总体均值a和b未知时，方差比σ2
1/σ

2
2的置信区间

问题。

还有另外一个问题，就是当两个正态总体均值a和b已知时，方差

比σ2
1/σ

2
2的置信区间如何求？（作业）
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4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

例 (4.2.8)

求例 4.2.6 中方差比σ2
1/σ

2
2的置信系数为90%的置信区间。

已知Xi ∼ i.i.d.N(a, σ2
1), i = 1, . . . ,m，

Yj ∼ i.i.d.N(b, σ2
2), j = 1, . . . , n，σ2

1 ̸= σ2
2。

分别抽取样本X1, . . . , X120和Y1, . . . , Y60，其均值分别

为X̄ = 3.3.2, Ȳ = 3.76, S2
1 = 2.18, S2

2 = 5.76。
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4.2.3 两个正态总体参数的置信区间

解解解

由题知S2
1/S

2
2 = 2.18/5.76 = 0.378，查表求得

Fm−1,n−1(α/2) = F119,59(0.05) = 1.47,

Fm−1,n−1(1− α/2) = 1/Fn−1,m−1(α/2) = 1/F59,119(0.05) = 1/1.43.

则σ2
1/σ

2
2的置信系数为90%的置信区间为

[
S2
1

S2
2

1

Fm−1,n−1(α/2)
,
S2
1

S2
2

Fn−1,m−1(α/2)

]
=[0.257, 0.541].

□
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目录

1 4.2 枢轴变量法——正态总体参数的置信区间

2 4.3 枢轴变量法——非正态总体参数的置信区间

4.3.1 小样本方法

4.3.2 大样本方法
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4.3.1 小样本方法

若枢轴变量的精确分布易求得，可用小样本方法获得精确的置信区间；

若枢轴变量的精确分布不易求得，或若其精确分布虽可以求得，但表达

式很复杂，使用不方便，则可用枢轴变量的极限分布来构造有关参数近

似的置信区间。
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4.3.1 小样本方法

4.3 节将分别介绍：

（1）小样本方法中的指数分布参数的置信区间、均匀分布参数的置信

区间；

（2）大样本方法中的Cauchy分布位置参数的置信区间、二项分布参

数p的置信区间，和泊松分布参数λ的置信区间。
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4.3.1 小样本方法

1. 指数分布参数的置信区间

设X = (X1, . . . , Xn)为从指数分布Exp(λ)中抽取的简单样本，其密度函

数为

f(x, λ) = λe−λxI(0,∞)(x), λ > 0,

现要求λ的置信系数为1− α的置信区间。
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4.3.1 小样本方法

因为X̄ =
∑n

i=1Xi/n是1/λ的一个无偏估计（且是UMVUE，例3.5.3），

设想λ的置信区间可通过X̄表示。

枢轴变量可取为T = 2λnX̄，由推论2.3.1可知

2λnX̄ = 2λ
n∑

i=1

Xi ∼ χ2
2n.
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4.3.1 小样本方法

确定a, b使得

P (a ≤ 2λnX̄ ≤ b) = 1− α.

使上式成立的a, b有很多对，其中存在一对，使置信区间的长度最短。

但这样一对a, b无显示表达，需用数值方法求得，应用上也不方便。
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4.3.1 小样本方法

通常采用下列等尾的置信区间。令

P (2λnX̄ < a) =
α

2
, P (2λnX̄ > b) =

α

2
.

易知，a = χ2
2n(1− α/2), b = χ2

2n(α/2)。

这样求出的a, b虽不能使置信区间的精度最高，但差别不大，且表达式

简单，可通过查χ2分布的上侧α分位数表求得，应用上很方便。
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4.3.1 小样本方法

故有

P (χ2
2n(1− α/2) ≤ 2λnX̄ ≤ χ2

2n(α/2)) = 1− α.

利用不等式的等价变形，可得λ的置信系数为1− α的置信区间为

[
χ2
2n(1− α/2)

2nX̄
,
χ2
2n(α/2)

2nX̄

]
,

其单侧置信上、下限分别为χ2
2n(α)/(2nX̄)和χ2

2n(1− α)/(2nX̄)。
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4.3.1 小样本方法

同理，可求得g(λ) = 1/λ的置信系数为1− α的置信区间为

[
2nX̄

χ2
2n(α/2)

,
2nX̄

χ2
2n(1− α/2)

]
.

其单侧置信上、下限分别为2nX̄/χ2
2n(1− α)和2nX̄/χ2

2n(α)。

数理统计 2026 年 5 月 6 日 42 / 86
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4.3.1 小样本方法
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4.3.1 小样本方法

例 (4.3.1)

设某电子产品的寿命服从指数分布Exp(λ)，现从此分布的一批产品中抽

取容量为9的样本，测的寿命（单位：千小时）为

15, 45, 50, 53, 60, 65, 70, 83, 90.

求平均寿命1/λ的置信系数为90%的置信区间和置信上、下限。
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4.3.1 小样本方法

解解解

n = 9, α = 0.05，由样本算得X̄ = 59, 2nX̄ = 1062。查表求得

χ2
18(0.05) = 28.869, χ2

18(0.95) = 9.390,

χ2
18(0.10) = 25.989, χ2

18(0.90) = 10.865.
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4.3.1 小样本方法

可知g(λ) = 1/λ的置信水平为90%的置信区间为

[
2nX̄

χ2
2n(α/2)

,
2nX̄

χ2
2n(1− α/2)

]
=

[
1062

χ2
18(0.05)

,
1062

χ2
18(0.95)

]
= [36.787, 113.099].
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4.3.1 小样本方法

g(λ) = 1/λ的置信系数为90%的置信上、下限ĝU和ĝL分别为

ĝU =
2nX̄

χ2
2n(1− α)

=
1062

χ2
18(0.90)

= 97.745（千小时）,

ĝL =
2nX̄

χ2
2n(α)

=
1062

χ2
18(0.10)

= 40.863（千小时）.

□
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4.3.1 小样本方法

2. 均匀分布参数的置信区间

设X = (X1, . . . , Xn)为自均匀分布总体U(0, θ)中抽取的简单样本，要

求θ的置信系数为1− α的置信区间。

设T (X) = X(n) = max{X1, . . . , Xn}，由例2.6.6知T (X)为充分统计量。

由例 3.3.5 知，(n+ 1)T/n是θ的无偏估计（也是θ的UMVUE）。

设想枢轴变量一定与T有关。
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4.3.1 小样本方法

由于Yi = Xi/θ ∼ U(0, 1), i = 1, . . . , n，故Y(n) = T/θ的密度函数

为f(y) = nyn−1I(0,1)(y)，与θ无关，是y的单调递增函数。

取Z = 1/Y(n) = θ/T为枢轴变量，其表达式与θ有关，其密度函数为

θ

T
∼ g(z) = nz−(n+1)I(1,∞)(z),

与θ无关，是z的单调递减函数。
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4.3.1 小样本方法

确定d1, d2, 1 ≤ d1 < d2 ≤ ∞，使得

Pθ(d1 ≤ Z ≤ d2) = Pθ

(
d1 ≤

θ

T
≤ d2

)
= P (d1T ≤ θ ≤ d2T )

=

∫ d2

d1

nz−n−1dz =
1

dn1
− 1

dn2
= 1− α.

于是[d1T, d2T ]为θ的置信系数为1− α的置信区间。
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4.3.1 小样本方法

由上式中被积函数g(z) = nz−n−1I(1,∞)单调降的性质，要使区间估计的

精度最高，宜取d1 = 1。再解方程1− 1/dn2 = 1− α得到d2 =
1

(α)1/n
。

因此，θ的置信系数为1− α的置信区间为

[d1T, d2T ] =

[
T,

T

α1/n

]
.

□
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4.3.2 大样本方法

4.3.1小节介绍的区间估计方法属于小样本方法。

它的特点是导出区间估计的枢轴变量的精确分布是容易求得的，可用小

样本方法获得置信水平为1− α的精确的置信区间。

但若枢轴变量的精确分布不易求得，或者，若其精确分布虽可求得，但

表达式复杂、使用不便，则可用大样本方法获得枢轴变量的渐近分布，

从而获得置信水平近似为1− α的置信区间。
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4.3.2 大样本方法

获得枢轴变量的极限分布的主要方法是基于中心极限定理。

但不同的统计模型中构造区间估计的枢轴变量所基于的中心极限定理可

能是不完全相同的。

Cauchy分布中，位置参数的置信区间是基于样本中位数的极限定理。
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4.3.2 大样本方法

1. Cauchy分布位置参数的置信区间

设X = (X1, . . . , Xn)为从Cauchy分布C(θ, 1)中抽取的简单样本，此分布

的密度函数为

f(x, θ) =
1

π[1 + (x− θ)2]
, −∞ < x < ∞, −∞ < θ < ∞,

现要求位置参数θ的置信区间。
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4.3.2 大样本方法

以mn记X1, . . . , Xn的样本中位数，θ是总体的中位数，因此mn作为θ的

点估计是合适的。

由于Cauchy分布关于θ对称，故mn − θ的分布与从θ = 0的Cauchy分布

f(x; θ = 0) =
1

π(1 + x2)
, −∞ < x < ∞

中抽取的大小为n的样本中位数的分布相同。

因此mn − θ的分布也与θ无关，可作为枢轴变量，其分布密度记

为fn(x)。
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4.3.2 大样本方法

当n为奇数时fn(x)的表达式利用定理2.4.3中单个次序统计量的密度函数

的表达式

fn(x) =
n+ 1

2

(
n

n+1
2

)
[F (x)]

n+1
2

−1[1− F (x)]n−
n+1
2 f(x)

直接写出来。

当n为偶数时，要复杂些。
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4.3.2 大样本方法

在找到fn(x)后，要确定c，使得

Pθ(|mn − θ| ≤ c) =

∫ c

−c
fn(x)dx = 1− α,

由此得出θ的置信系数为1− α的置信区间为[mn − c, mn + c]。

但是，因为fn(x)表达式很复杂，要由上式决定c不容易。
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4.3.2 大样本方法

记ξ1/2 = θ为总体中位数，并注意到f(ξ1/2) = 1/π。

根据例2.5.3*可知，当n → ∞时有

2
√
nf(ξ1/2)(mn − ξ1/2)

L−→ N(0, 1),

=⇒2
√
n(mn − θ)

π

L−→ N(0, 1),

近似分布与θ无关，因此以2
√
n(mn−θ)

π 作为枢轴变量。
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4.3.2 大样本方法

近似地有

P

(
2
√
n|mn − θ|

π
≤ uα/2

)
≈ 1− α,

此处uα/2是标准正态分布的上侧α/2分位数。

利用不等式的等价变形可知，当n充分大时，θ的置信系数近似

为1− α的置信区间为

[
mn −

πuα/2

2
√
n
, mn +

πuα/2

2
√
n

]
,

其单侧置信上、下限为mn ± πuα/(2
√
n)，其中“+”是置信上限。
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4.3.2 大样本方法

3. 比率p的置信区间

比率p的置信区间的构造是基于二项分布的中心极限定理。

定理 (De Moivre-Laplace 积分极限定理（回顾）)

若µn是n次 Bernoulli 试验中事件 A 出现的次数，0 < p < 1，则对任意

有限区间[a, b]，当n → ∞时，一致地有

P

{
a ≤ µn − np√

np(1− p)
≤ b

}
−→

∫ b

a

1√
2π

e−
x2

2 dx, −∞ < x < +∞.
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4.3.2 大样本方法

比率是指特定的一部分个体（人或物）在总体中所占的比例。

如产品的不合格率、发射导弹的成功率、疾病的治愈率、射击的命中率

和人口死亡率等都涉及比率的问题，是实际问题中常遇到的一种参数。

比率p可以看作两点分布B(1, p)中的一个参数。
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4.3.2 大样本方法

设X = (X1, . . . , Xn)为自两点分布B(1, p)中抽取的简单样本。

令Sn =
∑n

i=1Xi，则随机变量Sn服从二项分布B(n, p)。

现要求p的置信区间，利用中心极限定理，有

T =
Sn − np√
np(1− p)

=

√
n(X̄ − p)√
p(1− p)

L−→ N(0, 1), n → ∞.

这表明当n充分大时，随机变量T的极限分布是N(0, 1)，与未知参数p无

关。取这样的T为枢轴变量。
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4.3.2 大样本方法

因此n充分大时有

P (|T | ≤ uα/2) = P

(∣∣∣∣∣
√
n(X̄ − p)√
p(1− p)

∣∣∣∣∣ ≤ uα/2

)
≈ 1− α.

求解上式括号中的不等式，令p̂ = X̄，γ = uα/2，可得到p的二次三项式

为

(n+ γ2)p2 − (2np̂+ γ2)p+ np̂2 ≤ 0.
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4.3.2 大样本方法

上式左端p的判别式

∆ = (2np̂+ γ2)2 − 4(n+ γ2)np̂2 = γ4 + 4nγ2p̂(1− p̂) > 0,

且平方项系数为正，故存在两个不相等的整根c1, c2，它们是

c1, c2 =
n

n+ γ2

[
p̂+

γ2

2n
± γ ·

√
p̂(1− p̂)

n
+

γ2

4n2

]
,

其中c2相应于“+”号。因此[c1(X), c2(X)]就是p的置信系数近似

为1− α的置信区间。称此置信区间为得得得分分分区区区间间间（score interval）。
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4.3.2 大样本方法

在实际中采用更简单的方法。

已知p̂ = X̄
p−→ p，当n → ∞时，有

√
p(1− p)

p̂(1− p̂)

p−→ 1,

√
n(p̂− p)√
p(1− p)

L−→ N(0, 1).

由Slutsky定理，

T =

√
n(p̂− p)√
p̂(1− p̂)

=

√
n(p̂− p)√
p(1− p)

·
√
p(1− p)√
p̂(1− p̂)

L−→ N(0, 1),

可取T作为枢轴变量，其极限分布与p无关。

数理统计 2026 年 5 月 6 日 64 / 86



4.3.2 大样本方法

在实际中采用更简单的方法。

已知p̂ = X̄
p−→ p，当n → ∞时，有

√
p(1− p)

p̂(1− p̂)

p−→ 1,

√
n(p̂− p)√
p(1− p)

L−→ N(0, 1).

由Slutsky定理，

T =

√
n(p̂− p)√
p̂(1− p̂)

=

√
n(p̂− p)√
p(1− p)

·
√
p(1− p)√
p̂(1− p̂)

L−→ N(0, 1),

可取T作为枢轴变量，其极限分布与p无关。

数理统计 2026 年 5 月 6 日 64 / 86



4.3.2 大样本方法

在实际中采用更简单的方法。

已知p̂ = X̄
p−→ p，当n → ∞时，有

√
p(1− p)

p̂(1− p̂)

p−→ 1,

√
n(p̂− p)√
p(1− p)

L−→ N(0, 1).

由Slutsky定理，

T =

√
n(p̂− p)√
p̂(1− p̂)

=

√
n(p̂− p)√
p(1− p)

·
√
p(1− p)√
p̂(1− p̂)

L−→ N(0, 1),

可取T作为枢轴变量，其极限分布与p无关。

数理统计 2026 年 5 月 6 日 64 / 86



4.3.2 大样本方法

在实际中采用更简单的方法。

已知p̂ = X̄
p−→ p，当n → ∞时，有

√
p(1− p)

p̂(1− p̂)

p−→ 1,

√
n(p̂− p)√
p(1− p)

L−→ N(0, 1).

由Slutsky定理，

T =

√
n(p̂− p)√
p̂(1− p̂)

=

√
n(p̂− p)√
p(1− p)

·
√
p(1− p)√
p̂(1− p̂)

L−→ N(0, 1),

可取T作为枢轴变量，其极限分布与p无关。

数理统计 2026 年 5 月 6 日 64 / 86



4.3.2 大样本方法

在实际中采用更简单的方法。

已知p̂ = X̄
p−→ p，当n → ∞时，有

√
p(1− p)

p̂(1− p̂)

p−→ 1,

√
n(p̂− p)√
p(1− p)

L−→ N(0, 1).

由Slutsky定理，

T =

√
n(p̂− p)√
p̂(1− p̂)

=

√
n(p̂− p)√
p(1− p)

·
√

p(1− p)√
p̂(1− p̂)

L−→ N(0, 1),

可取T作为枢轴变量，其极限分布与p无关。

数理统计 2026 年 5 月 6 日 64 / 86



4.3.2 大样本方法

在实际中采用更简单的方法。

已知p̂ = X̄
p−→ p，当n → ∞时，有

√
p(1− p)

p̂(1− p̂)

p−→ 1,

√
n(p̂− p)√
p(1− p)

L−→ N(0, 1).

由Slutsky定理，

T =

√
n(p̂− p)√
p̂(1− p̂)

=

√
n(p̂− p)√
p(1− p)

·
√

p(1− p)√
p̂(1− p̂)

L−→ N(0, 1),

可取T作为枢轴变量，其极限分布与p无关。

数理统计 2026 年 5 月 6 日 64 / 86



4.3.2 大样本方法

令

P

(∣∣∣∣∣
√
n(p̂− p)√
p̂(1− p̂)

∣∣∣∣∣ ≤ uα/2

)
≈ 1− α.

利用不等式等价变形，得到p的置信系数近似为1− α的置信区间为

[p̂− uα/2 ·
√
p̂(1− p̂)/n, p̂+ uα/2 ·

√
p̂(1− p̂)/n],

其单侧置信上、下限为p̂± uα ·
√
p̂(1− p̂)/n，其中“+”号是置信上限。
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4.3.2 大样本方法

这是以p̂为对称中心的置信区间，称为Wald置信区间，其效果要比得分

区间差。

因为它经过了二次近似，对n的要求更高了，一般要求

np̂ > 10和 n(1− p̂) > 10

成立。
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4.3.2 大样本方法

例 (4.3.3)

网络钓鱼是一种通过欺骗性垃圾邮件或者网页，意图引诱人们给出敏感

信息（如密码、银行卡号码等）的一种违法攻击方式。

2017 年发表的一篇研究论文描述了一项试验，向 320 名参与者展示一

些网页，并要求他们识别哪些是合法的，哪些是钓鱼欺诈性的。

在研究的一个阶段内，有 157 名参与者将一个钓鱼网站误认为是安全

的。

记 p 为参与试验人数中错误识别钓鱼网站的比例，求 p 的 95% 的置信

区间。
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4.3.2 大样本方法

解解解

记每名参与者识别钓鱼网站为Xi, i = 1, . . . , n。当Xi = 1时，参与者将

一个钓鱼网站误认为是安全的；当Xi = 0时，参与者正确识别钓鱼网

站。

Xi服从二点分布B(1, p)，且X1 . . . , Xn相互独立。

错误识别钓鱼网站的人数Sn =
n∑

i=1
Xi ∼ B(n, p)，其中n = 320，

Sn = 157，p的点估计p̂ = X̄ = Sn
n = 157

320 = 0.491。
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4.3.2 大样本方法

已知α = 0.05，查标准正态分布表得γ = uα/2 = u0.025 = 1.96。

则p的置信系数近似为95%的置信区间（得分区间）为

n

n+ γ2

[
p̂+

γ2

2n
± γ ·

√
p̂(1− p̂)

n
+

γ2

4n2

]

=
320

320 + 1.962

[
0.491 +

1.962

2× 320
± 1.96

√
0.491(1− 0.491)

320
+

1.962

4× 3202

]
=[0.4367, 0.5456].
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4.3.2 大样本方法

经计算np̂ = 157 > 10，n(1− p̂) = 163 > 10，可得到p的置信系数近似

为95%的置信区间（Wald置信区间）为

[p̂− uα/2 ·
√
p̂(1− p̂)/n, p̂+ uα/2 ·

√
p̂(1− p̂)/n]

= [0.491− 1.96
√
0.491(1− 0.491)/320,

0.491 + 1.96
√

0.491(1− 0.491)/320]

=[0.4362, 0.5458].
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4.3.2 大样本方法

因此，在95%的置信系数下，由得分区间知，参与试验的人员中

有43.67%至54.56%未能识别该钓鱼网站。

由Wald置信区间知，参与试验的人员中有43.62%至54.58%未能识别该

钓鱼网站。 □
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4.3.2 大样本方法

在大样本场合，还有另外一个问题（样本量的计算）：

为使比率p的区间估计达到指定的精度（即给定置信区间的长度），至少

需要多少样本？

若基于得分区间

c1, c2 =
n

n+ γ2

[
p̂+

γ2

2n
± γ ·

√
p̂(1− p̂)

n
+

γ2

4n2

]
,

指定置信区间的长度，确定样本量n的表达式较复杂。
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4.3.2 大样本方法

一个简便的方法是基于Wald置信区间

[p̂− uα/2 ·
√
p̂(1− p̂)/n, p̂+ uα/2 ·

√
p̂(1− p̂)/n].

那么，在p的置信系数近似为1− α的置信区间中，为使区间估计的长度

不超过w，需满足

2uα/2
√
p̂(1− p̂)/n ≤ w,

解不等式得

n ≥ 4u2α/2p̂(1− p̂)/w2. (1)
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4.3.2 大样本方法

取 n = [4u2α/2p̂(1− p̂)/w2] + 1，这里[·]表示取整。

可见这种确定样本量的方法包含了 p̂，因此需要在试验后利用样本得

到。这导致无法在试验前就确定好样本量。

如果试验者基于其他试验可以给出一个先验估计 p0，则可以使用 p0 代

替 p̂ 来确定样本量 n。
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4.3.2 大样本方法

另外一种常用的保守做法是考虑到在 0 < x < 1 时总有 x(1− x) ≤ 1/4，

即 p̂(1− p̂) 的最大值在 p̂ = 0.5 处达到，且最大值为 1/4。

因此可得样本容量

n ≥ 4u2α/2p̂(1− p̂)/w2 ≥ u2α/2/w
2. (2)
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4.3.2 大样本方法

例 (4.3.4)

如果要求例4.3.3中置信系数为95%的置信区间的长度不超过0.08，样本

容量n至少为多少？已知在例4.3.3中，n = 320，Sn =
n∑

i=1
Xi = 157，

且Sn ∼ B(n, p)。
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4.3.2 大样本方法

解解解

取w = 0.08，α = 0.05，p̂ = Sn/n = 0.491，查表

得uα/2 = u0.025 = 1.96，采用式（1）计算得

n =[4uα/2p̂(1− p̂)/w2] + 1

=[4× 1.962 × 0.491(1− 0.491)/0.082] + 1 = 601,

或者，采用式（2）计算得

n = [u2α/2/w
2] + 1 = [1.962/0.082] + 1 = 601.

故取样本容量n = 601即可满足要求。 □
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4.3.2 大样本方法

4*. 基于独立同分布样本中心极限定理的近似置信区间

设X = (X1, . . . , Xn)为自总体F中抽取的i.i.d.样本。

只要假定总体均值θF和方程σ2
F存在，则无论总体分布是什么（总体分

布形式已知或未知），由独立同分布场合的中心极限定理，其样本均

值X̄有渐近正态分布（教材2.5节，公式2.5.2），即

√
n(X̄ − θF )/σF

L−→ N(0, 1).
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4.3.2 大样本方法

要求θF的置信区间，由于σF未知，近似地用样本标准差S代替上式中

的σF。

利用Slutsky定理，可构造变量T =
√
n(X̄ − θF )/S作为枢轴变量，它的

极限分布是标准的正态分布N(0, 1)，与θF无关。即当n → ∞时，有

√
n(X̄ − θF )

S
=

√
n(X̄ − θF )

σF

σF
S

L−→ N(0, 1).
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L−→ N(0, 1).
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4.3.2 大样本方法

令

P

(∣∣∣∣√n(X̄ − θF )

S

∣∣∣∣ ≤ uα/2

)
≈ 1− α,

解上式子括号中的不等式，得到θF的置信系数近似为1− α的置信区间

为 [
X̄ − S√

n
uα/2, X̄ +

S√
n
uα/2

]
,

其单侧置信上、下限为X̄ ± S√
n
uα，其中”+”是置信上限。
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4.3.2 大样本方法

例 (4.3.5)

某鸟类学家调查了某林区50个鸟窝，发现窝中鸟蛋个数的数据如下：

3, 7, 3, 3, 3, 4, 1, 4, 2, 3, 2, 0, 2, 2, 1, 2, 4, 4, 0, 3, 0, 2, 0, 3, 1,

0, 0, 2, 1, 1, 4, 3, 1, 2, 0, 1, 4, 3, 3, 3, 5, 1, 3, 1, 3, 2, 7, 2, 1, 3.

假定鸟蛋的个数X服从Poisson分布P (λ)，λ > 0。试求平均每窝鸟蛋个

数的置信系数为0.95的置信区间。
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4.3.2 大样本方法

解解解

由假设知平均每窝鸟蛋个数为Eλ(X) = V arλ(X) = λ。

设X = (X1, . . . , Xn)为自总体X中抽取的简单样本，X̄为样本均值，由

中心极限定理得

T =

√
n(X̄ − λ)√

λ

L−→ N(0, 1), 当n → ∞时.
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4.3.2 大样本方法

令随机变量T作为枢轴变量。记λ̂ = X̄，当n充分大时有

P (|T | ≤ uα/2) = P

(∣∣∣∣√n(X̄ − λ)√
λ

∣∣∣∣ ≤ uα/2

)
≈ 1− α.

解上式括号中的不等式，得到λ的二次三项式

nλ2 − (2nX̄ + u2α/2)λ+ nX̄2 ≤ 0,

其判别式∆ = u4 + 4nX̄u2 > 0，且平方项系数为正，故满足上述不等式

的λ介于两个不相等的正根之间。
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4.3.2 大样本方法

记这两个根为d1和d2，且d1 < d2，它们是

d1, d2 = λ̂+
u2α/2

2n
± uα/2

√
u2α/2

4n2
+

λ̂

n
, d2相应于“+”号.

由鸟蛋数据可知：n = 50，λ̂ = X̄ = 2.3，u0.025 = 1.96。

将这些数据代入上式可得到λ的置信系数为0.95的置信区

间[d1, d2] = [1.916, 2.760]。

数理统计 2026 年 5 月 6 日 84 / 86



4.3.2 大样本方法

记这两个根为d1和d2，且d1 < d2，它们是

d1, d2 = λ̂+
u2α/2

2n
± uα/2

√
u2α/2

4n2
+

λ̂

n
, d2相应于“+”号.

由鸟蛋数据可知：n = 50，λ̂ = X̄ = 2.3，u0.025 = 1.96。

将这些数据代入上式可得到λ的置信系数为0.95的置信区

间[d1, d2] = [1.916, 2.760]。

数理统计 2026 年 5 月 6 日 84 / 86



4.3.2 大样本方法

记这两个根为d1和d2，且d1 < d2，它们是

d1, d2 = λ̂+
u2α/2

2n
± uα/2

√
u2α/2

4n2
+

λ̂

n
, d2相应于“+”号.

由鸟蛋数据可知：n = 50，λ̂ = X̄ = 2.3，u0.025 = 1.96。

将这些数据代入上式可得到λ的置信系数为0.95的置信区

间[d1, d2] = [1.916, 2.760]。

数理统计 2026 年 5 月 6 日 84 / 86



4.3.2 大样本方法

记这两个根为d1和d2，且d1 < d2，它们是

d1, d2 = λ̂+
u2α/2

2n
± uα/2

√
u2α/2

4n2
+

λ̂

n
, d2相应于“+”号.

由鸟蛋数据可知：n = 50，λ̂ = X̄ = 2.3，u0.025 = 1.96。

将这些数据代入上式可得到λ的置信系数为0.95的置信区

间[d1, d2] = [1.916, 2.760]。

数理统计 2026 年 5 月 6 日 84 / 86



4.3.2 大样本方法

实用上，可采用下列更简单的办法：由Slutsky定理可推出

T =

√
n(λ̂− λ)√

λ̂

L−→ N(0, 1).

令T为枢轴变量，给定置信系数1− α，则由

P (|T | ≤ uα/2) = P (|
√
n(λ̂− λ)|/

√
λ̂ ≤ uα/2) ≈ 1− α,
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4.3.2 大样本方法

可推出λ的置信系数近似为1− α的置信区间为

[
λ̂− uα/2

√
λ̂/n, λ̂+ uα/2

√
λ̂/n

]
.

由鸟蛋数据可知：n = 50，λ̂ = X̄ = 2.3，u0.025 = 1.96。将这些数据代

入上式，可得到λ的置信系数为0.95的置信区间[1.880, 2.720]。

可见两种方法差别不大。当然后一种方法精度要差一些，因为后一方法

经过了两次近似。 □
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