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5.3.1 似然比检验的定义

似然比检验是 Neyman 和 Pearson 在 1928 年提出的构造假设检验的一

般方法。

它在假设检验中的地位，相当于最大似然估计在点估计中的地位。它可

视为 Fisher 的最大似然原理在假设检验问题中的体现。

由这种方法构造出来的检验，一般说有比较良好的性质，它的一个重要

的有点就是适用面广，对分布族的形式没有什么特殊的要求。
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5.3.1 似然比检验的定义

设有分布族{f(x, θ) : θ ∈ Θ}，Θ为参数空间。令 X = (X1, . . . , Xn) 为

自上述分布族中抽取的简单样本，f(x, θ) 为样本的概率函数。要考虑检

验问题：

H0 : θ ∈ Θ0 vs H1 : θ ∈ Θ1,

在有了样本 x 后，将 f(x, θ) 视为 θ 的函数，称为似然函数。

若 f(x, θ1) < f(x, θ2)，则认为真参数为 θ2 的“似然性”较其为 θ1 的

“似然性”大。
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5.3.1 似然比检验的定义

由于假设检验在“θ ∈ Θ0”与“θ ∈ Θ1”这二者中选其一，自然考虑以

下两个量：

LΘ0(x) = sup
θ∈Θ0

f(x, θ),

LΘ1(x) = sup
θ∈Θ1

f(x, θ).

考虑其比值LΘ1(x)/LΘ0(x)，若此比值较大，则说明真参数在 Θ1 内的

“似然性”较大，因而倾向于拒绝假设“θ ∈ Θ0”。

反之，若此比值较小，倾向于接受假设”θ ∈ Θ0”。
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5.3.1 似然比检验的定义

若记 λ(x) = LΘ(x)/LΘ0(x)，其中 LΘ(x) = sup
θ∈Θ

f(x, θ)。由于

λ(x) =
LΘ(x)

LΘ0(x)
= max

{
LΘ1(x)

LΘ0(x)
, 1

}

与 LΘ1(x)/LΘ0(x) 同增或同减，可用 λ(x) 代替比值 LΘ1(x)/LΘ0(x)，

这样做的好处是 LΘ(x) = sup
θ∈Θ

f(x, θ) 的计算比 LΘ1(x) 要容易。
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5.3.1 似然比检验的定义

定义 (5.3.1（似然比检验）)

设样本 X 有概率函数 f(x, θ), θ ∈ Θ，而 Θ0 为参数空间 Θ 的真子集，

考虑检验问题

H0 : θ ∈ Θ0 vs H1 : θ ∈ Θ1,

则统计量

λ(x) =

sup
θ∈Θ

f(x, θ)

sup
θ∈Θ0

f(x, θ)

称为关于该检验问题的似然比。
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5.3.1 似然比检验的定义

定义 (5.3.1（似然比检验）（续）)

而由下述定义的检验函数

φ(x) =


1, λ(x) > c,

r, λ(x) = c,

0, λ(x) < c,

其中 c，r（0 ≤ r ≤ 1）为待定常数，称为该检验问题的一个似然比检

验（likelihood ratio test, LRT），有些文献中也称其为广义似然比检验。
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5.3.1 似然比检验的定义

定义 (5.3.1（似然比检验）（续）)

若样本分布为连续分布时，令

φ(x) =

 1, λ(x) > c,

0, λ(x) ≤ c.

检验函数 φ(x) 中的常数 c 和 r 的选择是要使检验具有给定的水平 α。
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5.3.1 似然比检验的定义

根据上面所说，找似然比检验有以下步骤：

（1）求似然函数 f(x, θ)，并明确参数空间 Θ 和 Θ0 是什么；

（2）算出 LΘ(x) = sup
θ∈Θ

f(x, θ) 和 LΘ0(x) = sup
θ∈Θ0

f(x, θ)；

（3）求出λ(x) 或与其等价的统计量的分布；

（4）确定 c 和 r 使检验函数 φ(x) 具有给定的检验水平 α。

其中最关键的是第（3）步。一般 λ(x) 的表达式复杂，求其分布不易。
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5.3.1 似然比检验的定义

但若 λ(x) = g(T (x)) 为 T (x) 的单调上升（或下降）函数，则上述检

验函数显然等价于

φ(x) =


1, T (x) > c′,

r, T (x) = c′,

0, T (x) < c′.

因此代替求 λ(X) 的分布，只要求出 T (X) 的分布即可（若 λ(x) 为

T (x) 的单调下降函数，则将 φ(x) 中的不等式反向）。

如果 λ(X) 分布无法求得，可用其极限分布近似代替。

数理统计 2026 年 5 月 20 日 11 / 64



5.3.1 似然比检验的定义

但若 λ(x) = g(T (x)) 为 T (x) 的单调上升（或下降）函数，则上述检

验函数显然等价于

φ(x) =


1, T (x) > c′,

r, T (x) = c′,

0, T (x) < c′.

因此代替求 λ(X) 的分布，只要求出 T (X) 的分布即可（若 λ(x) 为

T (x) 的单调下降函数，则将 φ(x) 中的不等式反向）。

如果 λ(X) 分布无法求得，可用其极限分布近似代替。

数理统计 2026 年 5 月 20 日 11 / 64



5.3.1 似然比检验的定义

但若 λ(x) = g(T (x)) 为 T (x) 的单调上升（或下降）函数，则上述检

验函数显然等价于

φ(x) =


1, T (x) > c′,

r, T (x) = c′,

0, T (x) < c′.

因此代替求 λ(X) 的分布，只要求出 T (X) 的分布即可（若 λ(x) 为

T (x) 的单调下降函数，则将 φ(x) 中的不等式反向）。

如果 λ(X) 分布无法求得，可用其极限分布近似代替。

数理统计 2026 年 5 月 20 日 11 / 64



5.3.1 似然比检验的定义

但若 λ(x) = g(T (x)) 为 T (x) 的单调上升（或下降）函数，则上述检

验函数显然等价于

φ(x) =


1, T (x) > c′,

r, T (x) = c′,

0, T (x) < c′.

因此代替求 λ(X) 的分布，只要求出 T (X) 的分布即可（若 λ(x) 为

T (x) 的单调下降函数，则将 φ(x) 中的不等式反向）。

如果 λ(X) 分布无法求得，可用其极限分布近似代替。

数理统计 2026 年 5 月 20 日 11 / 64



5.3.2 若干例子

例 (5.3.1)

设 X = (X1, . . . , Xn) 是从正态分布族

{N(µ, σ2) : −∞ < µ < ∞, σ2 > 0} 中抽取的随机样本。

求下列检验问题的水平为 α 的似然比检验：

H0 : µ = µ0 vs H1 : µ ̸= µ0.
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5.3.2 若干例子

解解解：

记 θ = (µ, σ2)，则 θ 的似然函数为

f(x,θ) = (2πσ2)−
n
2 exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ)2

}
,

在这里，参数空间为

Θ = {θ = (µ, σ2) : −∞ < µ < ∞, σ2 > 0}.
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5.3.2 若干例子

零假设 H0 对应的 Θ 的子集为

Θ0 = {θ = (µ, σ2) : µ = µ0, σ
2 > 0}.

在 Θ 上，µ 和 σ2 的最大似然估计（MLE）分别为

µ̂ = X̄, σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2;
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5.3.2 若干例子

在 Θ0 上，σ2 的 MLE 为

σ̃2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi − µ0)
2.

故有

sup
θ∈Θ

f(x,θ) = f(x, µ̂, σ̂2) =

(
2πe

n

)−n/2
(

n∑
i=1

(xi − x̄)

)−n/2

,

sup
θ∈Θ0

f(x,θ) = f(x, µ0, σ̃
2) =

(
2πe

n

)−n/2
(

n∑
i=1

(xi − µ0)

)−n/2
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5.3.2 若干例子

从而有

λ(x) =

[
n∑

i=1

(xi − x̄)2/

n∑
i=1

(xi − µ0)
2

]−n/2

=

[
1 + n(x̄− µ0)

2/
n∑

i=1

(xi − x̄)2

]n/2

=

(
1 +

1

n− 1
[T (x)]2

)n/2

.

由于 λ(x) 为 |T (x)| 的严格增函数，故检验的拒绝域

D = {X = (X1, . . . , Xn) : λ(X) > c′} = {X : |T | > c}，其中

T = T (X) =
√
n(X̄ − µ0)/S，而 S2 =

n∑
i=1

(Xi − X̄)2/(n− 1)。
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5.3.2 若干例子

令

P (|T | > c|H0) = α.

利用下列事实：当 H0 成立时 T ∼ tn−1，则可知 c = tn−1(α/2)。因此

φ(x) =

 1, |T (x)| > tn−1(α/2),

0, |T (x)| ≤ tn−1(α/2)

是检验问题的一个水平为 α 的似然比检验。 □
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5.3.2 若干例子

例 (5.3.2)

设 X = (X1, . . . , Xn) 是从正态分布族

{N(µ, σ2) : −∞ < µ < ∞, σ2 > 0} 中抽取的随机样本。

求下列检验：

H0 : µ ≤ µ0 vs H1 : µ > µ0

的水平为 α 的似然比检验。
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5.3.2 若干例子

解解解

记 θ = (µ, σ2)，则 θ 的似然函数为

f(x,θ) = (2πσ2)−
n
2 exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ)2

}
,

LΘ(x) = sup
θ∈Θ

f(x, µ, σ2) 与例5.3.1 完全相同。但参数空间 Θ0 为

Θ0 = {θ = (µ, σ2) : µ ≤ µ0, σ
2 > 0}.
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5.3.2 若干例子

故

LΘ0(x) = sup
θ∈Θ0

(2πσ2)−n/2 exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ)2

}

=

sup
θ∈Θ0

(2πσ2)−n/2 exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − x̄)2 − n(x̄− µ)2

2σ2

}
.

g(µ) = exp{−n(x̄− µ)2/(2σ2)}。当 σ2 固定，µ ≤ x̄ 时，g′(µ) ≥ 0，故

g(µ) 关于 µ 单调增；当 µ ≥ x̄ 时，g′(µ) ≤ 0，故 g(µ) 关于 µ 单调降。
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5.3.2 若干例子

因此，

（1）当 x̄ > µ0 时，若 H0 成立，g(µ) 在 µ = µ0 处达到最大，故有

min
µ≤µ0

n∑
i=1

(xi − µ)2 =
n∑

i=1

(xi − µ0)
2.

（2）当 x̄ ≤ µ0 时，若 H0 成立，g(µ) 在 µ = x̄ 处达到最大，故有

min
µ≤µ0

n∑
i=1

(xi − µ)2 =
n∑

i=1

(xi − x̄)2.
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5.3.2 若干例子

因此有

LΘ0(x) =


LΘ(x), x̄ ≤ µ0,(
2πe
n

)−n/2
(

n∑
i=1

(xi − µ0)
2

)−n/2

, x̄ > µ0.

故

λ(x) =


1, x̄ ≤ µ0,[

n∑
i=1

(xi − µ0)
2/

n∑
i=1

(xi − x̄)2
]n

2

=
(
1 + 1

n−1 [T (x)]
2
)n

2
, x̄ > µ0.
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5.3.2 若干例子

由于 λ(x) 为 T (x) 的严格增函数，因此似然比检验的拒绝域为

D = {X = (X1, . . . , Xn) : λ(X) > c′} = {X : T > c}.

此处 T = T (X) =
√
n(X̄ − µ0)/S，而 S2 =

n∑
i=1

(Xi − X̄)2/(n− 1)。

由于检验水平 α 给定，c 由下式确定：

P (T > c|µ = µ0) = α.

当 µ = µ0 时，T ∼ tn−1，故知 c = tn−1(α)。
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此处 T = T (X) =
√
n(X̄ − µ0)/S，而 S2 =

n∑
i=1

(Xi − X̄)2/(n− 1)。

由于检验水平 α 给定，c 由下式确定：

P (T > c|µ = µ0) = α.

当 µ = µ0 时，T ∼ tn−1，故知 c = tn−1(α)。
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5.3.2 若干例子

类似在 5.2 节中所述，上述检验的功效函数 βφ(µ) 是 µ 的单调增函数，

故有

βφ(µ) ≤ βφ(µ0) = α, µ ≤ µ0.

因此

φ(x) =

 1, T (x) > tn−1(α),

0, T (x) ≤ tn−1(α).

为该检验问题的水平为 α 的似然比检验。 □

数理统计 2026 年 5 月 20 日 24 / 64



5.3.2 若干例子

类似在 5.2 节中所述，上述检验的功效函数 βφ(µ) 是 µ 的单调增函数，

故有

βφ(µ) ≤ βφ(µ0) = α, µ ≤ µ0.

因此

φ(x) =

 1, T (x) > tn−1(α),

0, T (x) ≤ tn−1(α).

为该检验问题的水平为 α 的似然比检验。 □

数理统计 2026 年 5 月 20 日 24 / 64



5.3.2 若干例子

类似在 5.2 节中所述，上述检验的功效函数 βφ(µ) 是 µ 的单调增函数，

故有

βφ(µ) ≤ βφ(µ0) = α, µ ≤ µ0.

因此

φ(x) =

 1, T (x) > tn−1(α),

0, T (x) ≤ tn−1(α).

为该检验问题的水平为 α 的似然比检验。 □

数理统计 2026 年 5 月 20 日 24 / 64



5.3.3* 似然比的渐近分布

在似然比检验的定义 5.3.1 中，为了确定检验函数 φ(x) 中的 c 和 r，就

需要知道似然比 λ(X) 在零假设成立时的分布。

在一些简单的例子中，似然比的精确分布可以求得。但在许多情况下，

似然比有很多复杂的形状，其精确分布无法求得。

在1938年，威尔克斯（S. S. Wilks）证明了：若 X1, . . . , Xn 是简单样

本，当 n → ∞ 时，在零假设成立的条件下，似然比有一个简单的极限

分布。利用该极限分布可以近似决定检验函数 φ(x) 中的 c 和 r。
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5.3.3* 似然比的渐近分布

Wilks 定理的确切陈述需要列出一大堆关于总体概率分布的假定，其证

明也很复杂。

略去这些陈述，只强调其中一个至关重要的点，即要求参数空间 Θ 的

维数要高于零假设成立时 Θ0 的维数。

如样本 X1, . . . , Xn i.i.d. ∼ N(µ, σ2)，H0 : µ = µ0 vs H1 : µ ̸= µ0，则

Θ = {θ = (µ, σ2) : −∞ < µ < ∞, σ2 > 0} 是 R2 中的上半平面，Θ 的

维数是 2；而 Θ0 = {θ = (µ, σ2) : µ = µ0, σ
2 > 0}，它是 Θ 中的一条

直线，其维数是 1。
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5.3.3* 似然比的渐近分布

定理 (5.3.1)

设 X1, . . . , Xn 为来自总体密度 f(x,θ) 的简单样本，其中 θ 为参数，总

体密度函数 f 满足一定的正则条件。对检验问题

H0 : θ ∈ Θ0 vs H1 : θ ∈ Θ1,

记参数空间 Θ 的维数为 k，Θ0 的维数为 s，若 k − s = d > 0，则在零

假设 H0 成立的条件下，当样本的大小 n → ∞ 时有

2 lnλ(X)
L−→ χ2

d.
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5.5.1 如何由假设检验得到置信区间

假设检验与区间估计这两个统计推断的形式表面上看好像完全不同，而

实际上两者之间有着非常密切的关系。

由单参数假设检验问题的水平为α的双边检验和单边检验，可以分别得

到该参数的置信系数为1− α的置信区间和置信限，反之亦然。
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5.5.1 如何由假设检验得到置信区间

由双边假设检验得到置信区间：

设X = (X1, . . . , Xn)是从总体{f(x, θ) : θ ∈ Θ}中抽取的简单样本，目的

是求参数θ的置信系数为1− α的置信区间。考虑双边检验问题

H0 : θ = θ0 vs H1 : θ ̸= θ0.

求出此检验的水平为α的接受域D̄，则有

P (D̄|H0) = 1− α, (1)

解由D̄确定的不等式，得到如下不等式：θ̂1(X) ≤ θ0 ≤ θ̂2(X)。
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5.5.1 如何由假设检验得到置信区间

由于式（1）是在H0 : θ = θ0下成立的，改θ0为θ得到

θ̂1(X) ≤ θ ≤ θ̂2(X),

则[θ̂1(X), θ̂2(X)]即为所求的置信系数为1− α的置信区间。
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5.5.1 如何由假设检验得到置信区间

由单边假设检验得到置信限：

要求θ的置信上、下限，就需要分别考虑单边检验

H ′′
0 : θ ≥ θ0 vs H ′′

1 : θ < θ0

和

H ′
0 : θ ≤ θ0 vs H ′

1 : θ > θ0

的检验问题。例子如下。
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5.5.1 如何由假设检验得到置信区间

例 (5.5.1)

设X1, . . . , Xn为自正态总体N(µ, σ2)抽取的随机样本。µ，σ2皆未知，要

分别求µ和σ2的置信系数为1− α的置信区间和置信上、下限。
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5.5.1 如何由假设检验得到置信区间

解解解

先考虑µ的置信区间和置信上、下限的问题。5.2节已给出检验问题

H0 : µ = µ0 vs H1 : µ ̸= µ0

的水平为α的检验的接受域D̄ = {(X1, . . . , Xn) : |T | ≤ tn−1(α/2)}，其

中T =
√
n(X̄ − µ0)/S。
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5.5.1 如何由假设检验得到置信区间

记θ = (µ, σ2)，故有

Pθ

(∣∣∣∣√n(X̄ − µ0)

S

∣∣∣∣ ≤ tn−1(α/2)
∣∣∣H0

)
= 1− α.

由于上述等式是在条件H0成立，即µ = µ0时获得的，所以将下面出现的

所有µ0用µ代替是等价的。解上式中括号里的不等式得

X̄ − S√
n
tn−1(α/2) ≤ µ ≤ X̄ +

S√
n
tn−1(α/2).
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5.5.1 如何由假设检验得到置信区间

因此 [
X̄ − S√

n
tn−1(α/2), X̄ +

S√
n
tn−1(α/2)

]
即为µ的置信系数为1− α的置信区间。
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5.5.1 如何由假设检验得到置信区间

若要求µ的置信下限，则考虑检验问题

H ′
0 : µ ≤ µ0 vs H ′

1 : µ > µ0.

在5.2节中已给出水平为α的接受域D̄ = {(X1, . . . , Xn) : T ≤ tn−1(α)}，

故有

Pθ

(√
n(X̄ − µ0)

S
≤ tn−1(α)

∣∣∣µ = µ0

)
= 1− α.

改 µ0 为 µ，再解括号中的不等式得

X̄ − Stn−1(α)/
√
n ≤ µ < ∞.
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5.5.1 如何由假设检验得到置信区间

因此 µ 的置信系数为 1− α 的置信下限为 X̄ − Stn−1(α)/
√
n。

同理，可求 µ 的置信系数为 1− α 的置信上限为 X̄ + Stn−1(α)/
√
n。

□
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5.5.1 如何由假设检验得到置信区间

因此 µ 的置信系数为 1− α 的置信下限为 X̄ − Stn−1(α)/
√
n。

同理，可求 µ 的置信系数为 1− α 的置信上限为 X̄ + Stn−1(α)/
√
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5.5.1 如何由假设检验得到置信区间

例 (5.5.2)

设X = (X1, . . . , Xm)和Y = (Y1, . . . , Yn)分别自正态总

体N(µ1, σ
2)和N(µ2, σ

2)中抽取的简单样本，且样本X和Y独立。

令µ = µ2 − µ1，求µ的置信系数为1− α的置信区间和置信上、下限。
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5.5.1 如何由假设检验得到置信区间

解解解

5.2节已求出了检验问题

H0 : µ = µ0 vs H1 : µ ̸= µ0

的两样本t检验的接受域

D̄ = {(X,Y ) : |Tw| ≤ tn+m−2(α/2)}.

检验统计量为

Tw =
Ȳ − X̄ − µ0

Sw

√
mn

m+ n
.
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5.5.1 如何由假设检验得到置信区间

此处S2
w = [(m− 1)S2

1 + (n− 1)S2
2 ]/(n+m− 2)，而S2

1和S2
2分别为两组

样本的样本方差。若记θ = (µ1, µ2, σ
2)，则有

Pθ(|Tw| ≤ tm+n−2(α/2)|H0) = 1− α.

改µ0为µ，解上式中括号里的不等式得到

Ȳ − X̄ − Swtn+m−2(α/2)

√
1

m
+

1

n

≤ µ ≤ Ȳ − X̄ + Swtn+m−2(α/2)

√
1

m
+

1

n
.
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5.5.1 如何由假设检验得到置信区间

因此µ = µ2 − µ1的置信系数为1− α的置信区间为

[
Ȳ − X̄ − Swtn+m−2(α/2)

√
1

m
+

1

n
, Ȳ − X̄ + Swtn+m−2(α/2)

√
1

m
+

1

n

]
.

类似的方法求得µ = µ2 − µ1的置信系数为1− α的置信下、上限分别为

Ȳ − X̄ − Swtn+m−2(α)

√
1

m
+

1

n

和

Ȳ − X̄ + Swtn+m−2(α)

√
1

m
+

1

n
.

□
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Ȳ − X̄ − Swtn+m−2(α/2)

√
1

m
+

1

n
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5.5.2 如何由置信区间得到假设检验

若用某种方法建立了 θ 的置信水平为1− α的区间估计[θ̂1, θ̂2]，对给定

的θ0不难求出检验问题H0 : θ = θ0 vs H1 : θ ̸= θ0的一个水平为α的检

验。

事实上，一个简单方法就是若θ0 ∈ [θ̂1, θ̂2]，则接受 H0，否则就拒绝

H0。
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5.5.2 如何由置信区间得到假设检验

用类似的方法可由置信系数为1− α的置信上、下限求出检验问题

H ′
0 : θ ≥ θ0 vs H ′

1 : θ < θ0

和

H ′′
0 : θ ≤ θ0 vs H ′′

1 : θ > θ0

的水平为α的检验。
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5.5.2 如何由置信区间得到假设检验
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5.5.4 假设检验和区间估计的比较

与点估计和假设检验比较，区间估计这一推断形式有一个显著的特点，

即它的精度（一般可用区间的长度刻画）和可靠度（用其置信系数刻

画）一目了然。

点估计不具备这个特点，才促使人们考虑区间估计。

而且区间估计可以在精度、可靠度和样本大小n之间进行调整，以达到

预先指定的要求。

而假设检验提供的信息不如区间估计确切。
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5.5.4 假设检验和区间估计的比较

设从正态总体N(µ, σ2)中抽取一定大小的样本取检验假设

H0 : µ = 0 vs H1 : µ ̸= 0。

结论是原假设H0被接受了。如在5.1节中所述，这并不意味着“证明”

了µ = 0。

假如只知道µ = 0被接受了，甚至无法估量真正的µ值与0相差有多大。
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5.5.4 假设检验和区间估计的比较

但如果被告知 µ 的置信系数 95% 的区间估计为 [−0.05, 0.07] 或者是

[−15, 20]。

则在前一个场合，µ 与 0 相距最大不超过 0.07，这么小一个值在实用上

可能无关紧要。这时就有一定的把握（概率 0.95）说 µ “事实上”可以

认为是 0，而不只是接受 “µ = 0”了。

若在后一场合，虽然 µ = 0 这个假设也被接受（因为0这个点在区

间[−15, 20]内），但因µ的可能范围很大，实际上只能说对 µ “知之甚

少”。
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5.5.4 假设检验和区间估计的比较

反之，若得到“µ = 0被拒绝”。从这句话也只知道有比较显著的证据认

为µ ̸= 0，但还无法指导其实际意义如何。

但如果被告知：µ 的区间估计为[0.01, 0.02] 或 [−40, −30]。

在前一场合，虽然 µ = 0 被拒绝（因为 0 不在区间 [0.01, 0.02] 内），但

µ 与 0 的最大差距不过 0.02，这么小一个值可能实际上与 0 无异。

因此，虽然在统计上拒绝了 µ = 0，但事实上可以认为 µ = 0。在后一

个场合 µ 的值与 0 相距至少是 30，不仅要拒绝 µ = 0，从实际上看 µ

也显著异于 0。
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5.5.4 假设检验和区间估计的比较

这些分析说明，区间估计所提供的信息比假设检验更为确切。这也提

醒：

（1）对假设检验结果的实际含义的解释要十分小心；

（2）在得到假设检验结果时，最好也将被检验参数的区间估计求出来

作为参考。
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5.5.5 检验的 p 值

假设检验的可能结论只有两个：接受或者是拒绝原假设。

作出这一结论的根据有多大，则往往不易清楚地显示出来。

例如，甲、乙两厂生产同一产品，希望检验假设H0 : 甲不优于乙。

当被告知这一假设应被接受时，只知道作出的结论是“甲不优于乙”，

但作出这一结论的根据有多大？不可能有一个数量的概念。这是假设检

验这种推断形式的一个缺点。
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5.5.5 检验的 p 值

上一小节曾将假设检验和区间估计作了一个比较，并指出：一般说来假

设检验作出的结论，不如区间估计那么精细，其理由就在于检验这种形

式固有的粗糙性。

但是，对这一缺点可以作一些补救，方法是引进“检验 p 值”的概念。
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5.5.5 检验的 p 值

例如，设X1, . . . , X16为自正态总体N(µ, 1)中抽取的简单样本，要检验

假设H0 : µ = 0 vs H1 : µ ̸= 0，取水平 α = 0.05。

此检验的拒绝域为

{(X1, . . . , Xn) : |
√
16X̄| > 1.96} = {(X1, . . . , Xn) : |X̄| > 0.49}.

设对一组样本X1, . . . , X16，有 X̄ = 0.48，则根据拒绝域，应接

受H0 : µ = 0；

又设有另一组样本X1, . . . , X16，算得 X̄ = 0.12，当然也应接受

H0 : µ = 0。
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5.5.5 检验的 p 值

对这两组样本而言，结论一致，都是接受 H0 : µ = 0。然而，会觉得后

一场合，作出 H0 : µ = 0 的结论根据大一些，而在前一场合，根据就小

一些。

为了反映这一点，引进检验的 p 值进行定量的刻画。其定义如下。
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5.5.5 检验的 p 值

设对某一组加上所述的具体样本 X1, . . . , Xn，算出 X̄ 的具体值记为

x̄0，则这组样本的 p 值定义为

p =P (|X̄| > |x̄0|
∣∣∣H0)

=P (
√
n|X̄| >

√
n|x̄0|

∣∣∣H0)

=P (|U | >
√
n|x̄0|

∣∣∣H0).

其中 U =
√
n|X̄|，且 U |H0 ∼ N(0, 1)。
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5.5.5 检验的 p 值

p 值的意义解释如下：当获得一组具体样本，算得样本均值 X̄ 的具体

值为 x̄0时，它与假设 µ = 0 的偏差为 |x̄0|，问：达到 |x̄0| 这么大或更

大的偏离的机会有多大？

这就是上式定义的 p 值。若概率 p 很大，就证明 µ = 0 之下，得到这么

大一个偏差很正常，不值得奇怪，因而认为 µ = 0 成立的根据很充分。

反之，若 p 很小，则在 µ = 0 之下得到这么大一个偏差很难得，这很有

可能意味着 µ 不为 0。因此若 p 很小时，认为 µ = 0 的根据很不足。
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5.5.5 检验的 p 值

总之，p 越大（小），认为 µ = 0 的根据越充分（不足）。当 p < α时，

就要拒绝 µ = 0 了。若 p ≥ α，但离 α 很近，虽然不能拒绝 H0，但对

它抱着很怀疑的态度。

接之前的例子，通过标准正态分布表，查得对应于 x̄0 = 0.48 和

x̄0 = 0.12 两种情形的 p 值分别为

p =P (|X̄| ≥ 0.48|H0) = P (|U | ≥ 1.92|H0) = 0.0548,

p =P (|X̄| ≥ 0.12|H0) = P (|U | ≥ 0.48|H0) = 0.6312.
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5.5.5 检验的 p 值

前一情况离水平α很近，虽然仍不能拒绝 µ = 0，但很值得怀疑。

后一场合表明：出现像 0.12 或更大偏差的可能性在 µ = 0 之下为

0.6312，这一可能性很大，不足为奇。故认为 µ = 0 的根据很充分。
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5.5.5 检验的 p 值

上述分析可以推广到一般情形。

对双边检验问题，若原假设为 H0 : θ = θ0，其拒绝域为 |T | > c，设由

样本算出检验统计量 T 之值为 t0，则这组样本的 p 值为

p = P
(
|T | > |t0|

∣∣∣H0

)
;
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5.5.5 检验的 p 值

对单边检验问题，若原假设为 H0 : θ ≤ θ0，其拒绝域为 T > c，则 p

值为

p = sup
θ≤θ0

P (T ≥ t0) = P
(
T > t0

∣∣∣θ = θ0

)
.

对单边检验问题，若原假设为 H0 : θ ≥ θ0，其拒绝域为 T < c，则 p

值为

p = sup
θ≤θ0

P (T ≤ t0) = P
(
T < t0

∣∣∣θ = θ0

)
.
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5.5.5 检验的 p 值

对一样本问题中的 U 检验、t 检验、χ2 检验的 p 值公式

及两样本问题中 t 检验、F 检验的部分的 p 值公式的推导可参考上述步

骤，结果参考书中 表表表格格格 5.5.1 p 值值值计计计算算算公公公式式式表表表。
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5.5.5 检验的 p 值

例 (5.5.4)

从电信公司每月长途电话的账单中随机抽取 25 张，算得月平均费用

X̄ = 32.80元，S = 20.80元。假定每月长途电话费用服从正态分布

N(µ, σ2)，σ2未知，要检验假设

H0 : µ = 30 vs H1 : µ ̸= 30.

计算检验的p值。
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5.5.5 检验的 p 值

解解解

已知 n = 25, µ0 = 30, x̄0 = 32.80, s0 = 20.80，故有

p =P

(
|T | >

∣∣∣∣√n(x̄0 − µ0)

σ

∣∣∣∣ ∣∣∣H0

)
=P

(
|T | >

∣∣∣∣∣
√
25(32.80− 30)

20.80

∣∣∣∣∣ ∣∣∣H0

)
=P (|T24| > 0.67|H0) ≈ 0.53.

此 p 值较大，表明数据与 µ = 30 相当符合，即有足够的根据认为

H0 : µ = 30 成立。
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