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2.6.1 引言与定义

统计量的充分性是数理统计的一个基本概念，它是由R. A. Fisher 在

其1922年的奠基性工作中提出来的。

统计量是对样本的简化，希望达到：（1）简化的程度高；（2）信息的损

失少。

一个统计量能集中样本中信息的多少，与统计量的具体形式有关，也依

赖于问题的统计模型。

最好的情况是统计量把样本中的全部信息都集中起来，也就是说信息无

损失，称这样的统计量为充充充分分分统统统计计计量量量。
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2.6.1 引言与定义

例如，设X = (X1, . . . , Xn)为从0-1分布中抽取的简单样本，

即P (Xi = 1) = θ，P (Xi = 0) = 1− θ，0 < θ < 1。

记T (X) =
∑n

i=1Xi，如果目的仅仅为了推断θ，则T (X)是充分统计量。
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2.6.1 引言与定义

从直观上看，知道了T (X)推断θ的效果，与知道样

本(X1, X2, . . . , Xn)一样，因为T (X)表示事件A在n次独立的Bernoulli试

验中成功的次数。

而(X1, X2, . . . , Xn)比T (X)更详细的地方在于指出了事件A是在哪几次

试验中发生是随机的。因此，知道了A出现的总次数后，再知道上述细

节对推断θ不会有更多的用处。
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2.6.1 引言与定义

一大堆原始资料，加工成统计量T (X)后，一般来说在信息上会有损失。

但也有可能，将样本X加工成T (X)时抓住了问题的实质，即T (X)中保

留了样本X中所含参数θ的全部信息，所丢掉的只是无关紧要的东西。

如果一个统计量满足这个要求，即使没有样本X也能恢复参数θ的信息，

则称此统计量为充分的。
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2.6.1 引言与定义

仍看上例，样本X的分布为

Pθ(X = x) =Pθ(X1 = x1, . . . , Xn = xn)

=θ
∑n

i=1 xi(1− θ)n−
∑n

i=1 xi

=θt(1− θ)n−t,

(1)

其中t =
∑n

i=1 xi。

而T (X) =
∑n

i=1Xi ∼ B(n, θ)，故有

Pθ(T (X) = t) =

(
n

t

)
θt(1− θ)n−t, t = 0, 1, 2, . . . , n, 0 < θ < 1. (2)
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2.6.1 引言与定义

可见，基于式（1）和式（2）推断参数θ的效果是相同的。因此T (X)为

充分统计量。

充充充分分分性性性原原原则则则

如果T (X)为θ的充分统计量，则依赖样本X对θ所作出的任何统计

推断都可以仅通过统计量T (X)进行，不会有关于θ信息的损失。也

就是说，如果x和y为满足T (x) = T (y)的两个样本点，则无论是观

测到X = x还是X = y，关于θ的推断都是相同的。
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2.6.1 引言与定义

关于样本X = (X1, X2, . . . , Xn)的信息可以设想成如下的公式：

{样本X中的信息} ={T (X)中所含样本的信息}

+ {在知道T(X)后样本X尚含有的剩余信息}.

故T (X)为充分统计量的要求归结为：要求后一项信息为0。

用统计的语言来描述，即要求Pθ(X ∈ A|T = t)与θ无关，其中A为任一

事件。
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2.6.1 引言与定义

定义 (2.6.1)

设样本X的分布族为{f(x, θ), θ ∈ Θ}，Θ是参数空间。令T = T (X)为

一统计量，若在已知T的条件下，样本X的条件分布与参数θ无关，则

称T (X)为θ的充分统计量（sufficient statistics）。
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2.6.1 引言与定义

例 (2.6.1)

设X = (X1, X2, . . . , Xn)为从0-1分布中抽取的简单样本，

则T (X) =
∑n

i=1Xi为充分统计量。

证证证：：：

记T = T (X)，当
n∑

i=1
xi = t0时，按定义只要证明下列条件概率与θ无关。

P (X1 = x1, . . . , Xn = xn|T = t0)

=
Pθ(X1 = x1, . . . , Xn = xn, T = t0)

Pθ(T = t0)
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2.6.1 引言与定义

=

Pθ(X1 = x1, . . . , Xn = t0 −
n−1∑
i=1

xi)

Pθ(T = t0)
,

=

Pθ(X1 = x1)Pθ(X2 = x2) · · ·Pθ(Xn−1 = xn−1)Pθ(Xn = t0 −
n−1∑
i=1

xi)

Pθ(T = t0)

=
θx1(1− θ)1−x1 · · · θxn−1(1− θ)1−xn−1θ

t0−
n−1∑
i=1

xi

(1− θ)
1−t0+

n−1∑
i=1

xi(
n
t0

)
θt0(1− θ)n−t0
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2.6.1 引言与定义

=
θ

n−1∑
i=1

xi+t0−
n−1∑
i=1

xi

(1− θ)
n−

n−1∑
i=1

xi−t0+
n−1∑
i=1

xi(
n
t0

)
θt0(1− θ)n−t0

=

θt0(1− θ)n−t0(
n
t0

)
θt0(1− θ)n−t0

=
1(
n
t0

) ,
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2.6.1 引言与定义

因此有

P (X1 = x1, . . . , Xn = xn|T = t0)

=


1

(n
t0
)
,

n∑
i=1

xi = t0,

0,
n∑

i=1
xi ̸= t0.

上述条件概率与θ无关，因此T (X) =
n∑

i=1
Xi为θ的充分统计量。 □
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2.6.1 引言与定义

例 (2.6.2)

设X = (X1, X2, . . . , Xn)为从正态总体N(θ, 1)中抽取的简单样本，

则T (X) =
∑n

i=1 Xi

n = X̄为θ的充分统计量。

证证证：：：

如果直接证明在给定T时X的条件概率密度与θ无关，则推导过程比较复

杂。

采用如下办法：作正交变换

(Y1, . . . , Yn)
T = A(X1, . . . , Xn)

T ,
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2.6.1 引言与定义

其中正交阵

A =



1√
n

1√
n

· · · 1√
n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...

an1 an2 · · · ann

 .

由代数学中的Schmidt正交化方法可知上述正交阵A是存在的。变换

的Jacobi行列式的绝对值为|J | = 1。
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2.6.1 引言与定义

由正交变换Y = AX可知

Y1 =
1√
n

n∑
i=1

Xi =
√
nX̄,

Yj =
n∑

k=1

ajkXk, j = 2, . . . , n.

由定理2.2.3的证明过程可知
n∑

i=1
Y 2
i =

n∑
i=1

X2
i，Y1, . . . , Yn是相互独立的，
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2.6.1 引言与定义

并且

Y1 ∼ N(
√
nθ, 1),

Yi ∼ N(0, 1), i = 2, . . . , n.

显然，X̄对原样本X的充分性等价于Y1对(Y1, . . . , Yn)的充分性。

因此，只要证明给定Y1 = y1时，(Y1, . . . , Yn)的条件密度与θ无关即可。
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2.6.1 引言与定义

易见Y1, . . . , Yn的联合密度为

f(y1, . . . , yn) = (2π)−
n
2 exp{−1

2

n∑
i=2

y2i −
1

2
(y1 −

√
nθ)2}.

Y1的边缘密度函数为

f(y1, . . . , yn) =
1√
2π

exp{−1

2
(y1 −

√
nθ)2},
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2.6.1 引言与定义

给定Y1 = y1时，(Y1, . . . , Yn)的条件密度是

f(y1, . . . , yn|y1) =
f(y1, . . . , yn)

fY1(y1)

= (2π)−
n−1
2 exp{−1

2

n∑
i=2

y2i },

它与θ无关。所以T (X) = X̄是θ的充分统计量。 □
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2.6.1 引言与定义

例 (2.6.3)

在例2.6.2中，令T (X) = X1，则T (X)不是充分统计量。

证证证：：：

在T = T (X) = X1的条件下，(X1, . . . , Xn)的条件密度为

f(x1, . . . , xn|x1) =
f(x1, . . . , xn)

fT (x1)
=

n∏
i=1

f(xi)

fT (x1)

=
n∏

i=2

f(xi) = (
1√
2π

)n−1 exp{−1

2

n∑
i=2

(xi − θ)2},

与θ有关，因此T (X) = X1不是充分统计量。 □
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2.6.1 引言与定义

注注注：：：上例中T (X) = X1不是充分统计量，这个道理是显然的。

因为 T (X)只使用了一个观察值X1，把其余观察值X2, . . . , Xn全丢掉

了，它当然不能把X1, X2, . . . , Xn的全部信息集中起来。
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

2.6.1小节的例子表明，从定义出发验证一个统计量是充分的，计算太复

杂。幸好有因子分解定理这一判别方法，在应用上很方便。

因子分解定理是由R. A. Fisher 在20世纪20年代提出来的，它的最一般

形式和严格数学证明是 Halmos 和 Savage 在1949年作出来的。
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

定理 (2.6.1（因子分解定理）)

设样本X = (X1, . . . , Xn)的概率函数f(x, θ)依赖于参数θ，T = T (X)是

一个统计量，则T为充分统计量的充要条件是f(x, θ)可以分解为

f(x, θ) = g(t(x), θ)h(x)

的形状。

注意此处函数h(x) = h(x1, x2, . . . , xn)不依赖于θ，t(x)为T (X)的观察

值。
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

这里的概率函数是指若X为连续型，则f(x, θ)是其密度函数；

若X是离散型，则f(x, θ) = Pθ(X1 = x1, . . . , Xn = xn)，即样本X的概

率分布。
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率分布。
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

证证证：：：

考虑X有密度的情形。设统计量T = (T1, . . . , Tk)，T1, . . . , Tk都是一维

随机变量，k一般是较小的自然数，并可以找到n− k维统计

量Y = (Y1, . . . , Yn−k)使得变换

X = (X1, . . . , Xn) → (T ,Y ) = (T1, . . . , Tk, Y1, . . . , Yn−k)

是一个一一对应的变换，且有一阶连续偏导数。
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

假定X的样本空间X和T的样本空间J皆为欧式的，即X = Rn，

J = Rk。

由变换是一一对应可知

Xi =Xi(T ,Y ) = Xi(T1, . . . , Tk, Y1, . . . , Yn−k), i = 1, 2, . . . , n;

Tj =Tj(X1, . . . , Xn), j = 1, 2, . . . , k;

Yℓ =Yℓ(X1, . . . , Xn), ℓ = 1, 2, . . . , n− k.

变换的Jacobi行列式的绝对值为|J | =
∣∣∣∂(x1,...,xn)

∂(t,y)

∣∣∣ △
= w(t,y)，此

处t = t(x)为T的观察值，y为Y的观察值，w是(t,y)的函数。
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

充分性的证明：

已知因子分解定理成立，即

f(x, θ) = g(t(x), θ)h(x).
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

故(T ,Y ) = (T1, . . . , Tk, Y1, . . . , Yn−k)的联合密度为

k(t,y; θ) =f(x(t,y), θ)|J | = g(t(x), θ)h(x)w(t,y)

= g(t, θ)h(x1(t,y), . . . , xn(t,y))w(t,y)
::::::::::::::::::::::::::::

= g(t, θ)µ(t,y)
::::::

,

此处µ(t,y) = h(x1(t,y), . . . , xn(t,y))w(t,y)与θ无关。
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

T = T (X)的边缘密度为

V (t; θ) =

∫
Rn−k

k(t,y; θ)dy = g(t, θ)

∫
Rn−k

µ(t,y)dy.

故给定T = t时Y的条件密度为

q(y|t) =k(t,y; θ)

V (t; θ)
=

g(t, θ)µ(t,y)

g(t, θ)
∫
Rn−k µ(t,y)dy

=
µ(t,y)∫

Rn−k µ(t,y)dy
,

与θ无关，故T = T (X)为充分统计量。
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

必要性的证明：

此时已知T = T (X)为充分统计量，因此给定T = t时Y的条件密

度q(y|t)与θ无关。(T ,Y )的联合密度为

k(t,y; θ) = q(y|t)g(t, θ).
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

故通过前面的一一对应变换可知(X1, X2, . . . , Xn)的联合密度为

f(x, θ) =k(t,y; θ)

∣∣∣∣ ∂(t,y)

∂(x1, . . . , xn)

∣∣∣∣
= g(t, θ)q(y|t)

∣∣∣∣ ∂(t,y)

∂(x1, . . . , xn)

∣∣∣∣
::::::::::::::::::::

= g(t, θ) · h(x)
::::

.

(3)
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

将

t = (t1(x1, . . . , xn), · · · , tk(x1, . . . , xn))

y = (y1(x1, · · · , xn), · · · , yn−k(x1, · · · , xn))

代入式（3）中q(y|t)
∣∣∣ ∂(t,y)
∂(x1,...,xn)

∣∣∣的表达式中，可见它是x1, . . . , xn的函

数。
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

用h(x)表示，即

h(x) = q(x|t)
∣∣∣∣ ∂(t,y)

∂(x1, · · · , xn)

∣∣∣∣ .

显而易见，h(x)与θ无关。因此由式（3）可知因子分解定理成立。 □
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

推论 (2.6.1)

设T = T (X)为θ的充分统计量，S = φ(T )是单值可逆函数，

则S = φ(T )也是θ的充分统计量。

证证证 由于S = φ(T )为单值可逆函数，故

{X : T (X) = t0} = {X : S = φ(T ) = s0}

表示相同的事件。
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

故对任一事件A，

P (A|T = t0) = P (A|S = s0)

与θ无关，按充分统计量的定义2.6.1可知S = φ(T )也是充分统计量。 □
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

利用因子分解定理也不难证明推论2.6.1。

证明如下：

已知T = T (X)是θ的充分统计量，由因子分解定理有

f(x; θ) = g(t(x); θ)h(x),

这里h(x)与θ无关。
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

又因为S = φ(T )是单值可逆函数，则S(X) = φ(T (X))是样本X统计

量；T (X) = φ−1(S)，
∣∣ ∂t
∂s

∣∣是统计量s的函数。经计算

f(x; θ) =g(t(x); θ)h(x)

=g(φ−1(s); θ)

∣∣∣∣∂t∂s
∣∣∣∣

:::::::::::::::

h(x)

=q(s(x); θ)
::::::::

h(x)

这里q(s(x); θ) = g(φ−1(s(x)); θ)
∣∣ ∂t
∂s

∣∣是统计量s(x)和参数θ的函数，

h(x)是x的函数与θ无关，故由因子分解定理，S = φ(T )也是θ的充分统

计量。 □
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

例 (2.6.4)

设X = (X1, . . . , Xn)为从正态总体N(a, σ2)中抽取的简单样本，

令θ = (a, σ2)，则(X̄, S2)为θ的充分统计量，此处X̄, S2分别为样本均值

和样本方差。

证证证：：：

样本X的联合密度为

f(x;θ) =(
1√
2πσ

)n exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − a)2

}

= (
1√
2πσ

)n exp

{
− 1

2σ2

(
n∑

i=1

x2i − 2a
n∑

i=1

xi + na2

)}
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

= g(t(x);θ)h(x).

此处g(t(x);θ) = ( 1√
2πσ

)n exp

{
− 1

2σ2

(
n∑

i=1
x2i − 2a

n∑
i=1

xi + na2
)}
，

h(x) = 1，由因子分解定理可知T (X) =

(
n∑

i=1
Xi,

n∑
i=1

X2
i

)
为θ的充分统

计量。

由于

(
n∑

i=1
Xi,

n∑
i=1

X2
i

)
与(X̄, S2)为一一对应的变换，由推论2.6.1可

知(X̄, S2)也是θ的充分统计量。 □
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

例 (2.6.5)

设X = (X1, . . . , Xn)为从总体B(1, θ)中抽取的简单样本，

则T (X) =
∑n

i=1Xi是θ的充分统计量。

证证证：：：

样本X的联合分布是

f(x, θ) =Pθ(X1 = x1, . . . , Xn = xn)

=θ

n∑
i=1

xi

(1− θ)
n−

n∑
i=1

xi

= g(t(x), θ)h(x).
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

其中g(t(x), θ) = θ

n∑
i=1

xi

(1− θ)
n−

n∑
i=1

xi

，h(x) = 1，由因子分解定理可

知T (X) =
n∑

i=1
Xi为θ的充分统计量。 □
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

例 (2.6.6)

设X = (X1, . . . , Xn)为从均匀分布U(0, θ)中抽取的简单样本，

则T (X) = X(n) = max{X1, . . . , Xn}为θ的充分统计量。
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

证证证

样本X的联合密度为

f(x, θ) =
1

θn
I{0<x(1)≤···≤x(n)<θ}

=
1

θn
I{x(n−1)≤x(n)<θ}I{0<x(1)≤···≤x(n−1)} = g(t(x), θ)h(x),

其中g(t(x), θ) = 1
θn I{x(n−1)≤x(n)<θ}，h(x) = I{0<x(1)≤···≤x(n−1)}与θ无关。

由因子分解定理可知T (X) = X(n)为θ的充分统计量。 □
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

例 (2.6.7)

设X = (X1, . . . , Xn)为从均匀分布U(θ − 1
2 , θ +

1
2)中抽取的简单样本，

其中−∞ < θ < ∞，θ是区间[θ − 1
2 , θ +

1
2 ]的中点，也是总体分布的均

值。利用因子分解定理，验证样本均值X̄不是充分统计量。

证证证

记X(1) = min{X1, . . . , Xn}，X(n) = max{X1, . . . , Xn}，

T (X) = (X(1), X(n))。
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

样本X的联合密度为

f(x, θ) =

 1, θ − 1
2 < x(1) ≤ x(n) < θ + 1

2 ,

0, 其他

=

I{θ− 1
2
<x(1)≤x(n)<θ+ 1

2
}

=g(t(x), θ)h(x).

其中g(t(x), θ) = I{θ− 1
2
<x(1)≤x(n)<θ+ 1

2
}，h(x) = 1，因此由因子分解定理

可知T (X)是充分统计量。
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

又因为该样本的概率密度函数f(x; θ)不能表示成g(x̄; θ)h(x)的形式，因

此X̄不是充分统计量。 □
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

例 (2.6.8)

若X = (X1, . . . , Xn)为从指数族（1.5.1）

f(x,θ) = C(θ) exp

{
k∑

i=1

Qi(θ)Ti(x)

}
h(x),

中抽取的简单样本，其中θ = (θ1, · · · , θk)，求θ的充分统计量。
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

解解解：：：

样本X的联合密度为

f(x;θ) =
n∏

j=1

f(xj ;θ) =
n∏

j=1

[C(θ) exp {Qi(θ)Ti(xj)}h(xj)]

= [C(θ)]n exp


k∑

i=1

Qi(θ)
n∑

j=1

Ti(xj)


n∏

j=1

h(xj)

= C̃(θ) exp

{
k∑

i=1

Qi(θ)T̃i(x)

}
h̃(x) = g(T̃ (x),θ)h̃(x),
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n∏
j=1

[C(θ) exp {Qi(θ)Ti(xj)}h(xj)]

= [C(θ)]n exp


k∑

i=1

Qi(θ)

n∑
j=1

Ti(xj)


n∏

j=1

h(xj)

= C̃(θ) exp

{
k∑

i=1

Qi(θ)T̃i(x)

}
h̃(x) = g(T̃ (x),θ)h̃(x),
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

其中

T̃i(x) =

n∑
j=1

Ti(xj), i = 1, . . . , k,

C̃(θ) = [C(θ)]n, h̃(x) =
n∏

j=1

h(xj),

g(T̃ (x),θ) = C̃(θ) exp

{
k∑

i=1

Qi(θ)T̃i(x)

}
.

由因子分解定理立得T̃ (x) = (T̃1(x), . . . , T̃k(x))为θ的充分统计量。 □
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

例 (2.6.9)

次序统计量的充分性。

设F = {f(x, θ) : θ ∈ Θ}，X = (X1, . . . , Xn)是从分布族F中抽取的简单

样本，则次序统计量

T (X) = (X(1), . . . , X(n))

是充分统计量。
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2.6.2 充分性的判别准则——因子分解定理

证证证：：：

特别地，若总体X是连续型的，由定理2.4.1可知X = (X1, . . . , Xn)的联

合密度为

f(x1, . . . , xn; θ) =
n∏

i=1

f(xi; θ)

=
1

n!
f(x(1), . . . , x(n); θ)

= g(T (x); θ)h(x),

其中h(x) = 1，g(T (x); θ) = 1
n!f(x(1), . . . , x(n); θ)。由因子分解定理可

知T (X) = (X(1), . . . , X(n))为充分统计量。 □
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