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2.3.1 χ2分布

当总体分布为正态情形时，许多重要统计量的抽样分布可以求得，它们

多与下面讨论的χ2分布、t分布和F分布这三个分布有密切关系。

这三个分布在后面几章中有重要应用。下面将分别介绍它们的定义和有

关性质。
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2.3.1 χ2分布

1. χ2分布的定义和密度函数

定义 (2.3.1 χ2分布)

设X1, X2, . . . , Xn, i.i.d. ∼ N(0, 1)，则称

ξ =

n∑
i=1

X2
i

是自由度为n的χ2变量，其分布称为自由度为n的χ2分布，记为ξ ∼ χ2
n。
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2.3.1 χ2分布

定理 (2.3.1)

设随机变量ξ是自由度为n的χ2随机变量，则其概率密度函数为

gn(x) =


1

2n/2Γ(n
2
)
x

n
2
−1e−

x
2 , x > 0,

0, x ≤ 0,

其中Γ(n/2) =
∫∞
0 xn/2−1e−xdx。

注注注：伽马分布Γ(r, λ)的密度函数为：

f(x; r, λ) = λr

Γ(r)x
r−1e−λx, x ≥ 0, r > 0, λ > 0。

显然χ2
n的密度函数与Gamma分布Γ(n/2, 1/2)的密度函数相同。
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2.3.1 χ2分布

证证证明明明 1（（（利利利用用用Gamma分分分布布布）））：：：

由于X1 ∼ N(0, 1), −∞ < x < ∞，令Y = X2
1，可得出X1 = ±

√
Y，雅

可比行列式的绝对值为|J | =
∣∣∣∂X1
∂Y

∣∣∣ = ∣∣∣± 1
2
√
Y

∣∣∣ = 1
2
√
Y
。

随机变量Y的密度函数为

fY (y) =fX(x(y))|J |

=
1√
2π

exp{−
(
√
y)2

2
} 1

2
√
y
I(x > 0)

+
1√
2π

exp{−
(−√

y)2

2
} 1

2
√
y
I(x ≤ 0)

=
1√
2π

y−
1
2 e−

y
2 , y > 0.
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2.3.1 χ2分布

这是伽马分布Γ(1/2, 1/2)的密度函数。

由定义2.3.1知ξ =
n∑

i=1
X2

i，且Y1, . . . , Yn独立同分布于Gamma分

布Γ(12 ,
1
2)，即卡方分布χ2

1。由Gamma分布的再生性，可得到ξ服

从Gamma分布Γ(n2 ,
1
2)，即自由度为n的χ2分布。 □
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2.3.1 χ2分布

证证证明明明 2（（（直直直接接接计计计算算算）））：：：

由于X1, X2, . . . , Xn i.i.d. ∼ N(0, 1)，故其联合密度为

f(x1, x2, . . . , xn) = (
1√
2π

)n exp{−1

2

n∑
i=1

x2i }.

令r.v. ξ =
∑n

i=1X
2
i的分布函数为Gn(x)，则有

Gn(x) = P (

n∑
i=1

X2
i < x) = (

1√
2π

)n
∫

· · ·
∫

∑n
i=1 x

2
i<x

exp{−1

2

n∑
i=1

xi}dx1 · · ·xn.
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2.3.1 χ2分布

作n维球坐标变换



x1 = ρ cos θ1 cos θ2 · · · cos θn−2 cos θn−1,

x2 = ρ cos θ1 cos θ2 · · · cos θn−2 sin θn−1,

· · · · · ·

xn = ρ sin θ1.

变换的雅可比（Jacobi）行列式的绝对值为

|J | =
∣∣∣∣ ∂(x1, x2, · · · , xn)∂(ρ, θ1, · · · , θn−1)

∣∣∣∣ = ρn−1D(θ1 . . . θn−1),
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2.3.1 χ2分布

其中D(θ1, θ2, . . . , θn)表示θ1, . . . , θn−1的某个函数；

0 < ρ <
√
x; −π/2 < θi < π/2，i = 1, . . . , n− 2;−π < θn−1 < π。因此

有

Gn(x) =(
1√
2π

)n
∫ √

x

0
ρn−1e−

ρ2

2 dρ

∫ π

−π

∫ π/2

−π/2
· · ·∫ π/2

−π/2
D(θ1 · · · θn−1)dθ1 · · · θn−1

=Cn

∫ √
x

0
ρn−1e−

ρ2

2 ,

其中

Cn = (
1√
2π

)n
∫ π

−π

∫ π/2

−π/2
· · ·

∫ π/2

−π/2
D(θ1, θ2, . . . , θn−1)dθ1 · · · θn−1.
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2.3.1 χ2分布

令y = ρ2，则dρ = 1
2
√
ρdy，故有

Gn(x) =
1

2
Cn

∫ x

0
y

n
2
−1e−

y
2 dy.

下面确定Cn。

由于

1 = Gn(∞) =
1

2
Cn

∫ ∞

0
y

n
2
−1e−

y
2 dy = Cn2

n
2
−1Γ(

n

2
),
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2.3.1 χ2分布

故有Cn = 1/[2n/2−1Γ(n/2)]。

则可得

Gn(x) =
1

2n/2Γ(n/2)

∫ x

0
y

n
2
−1e−

y
2 dy.

因此ξ的密度函数gn(x)为

gn(x) = G′
n(x) =


1

2n/2Γ(n/2)
xn/2−1e−x/2, x > 0,

0, x ≤ 0.

□

数理统计 2026 年 3 月 18 日 12 / 47



2.3.1 χ2分布

故有Cn = 1/[2n/2−1Γ(n/2)]。

则可得

Gn(x) =
1

2n/2Γ(n/2)

∫ x

0
y

n
2
−1e−

y
2 dy.

因此ξ的密度函数gn(x)为

gn(x) = G′
n(x) =


1

2n/2Γ(n/2)
xn/2−1e−x/2, x > 0,

0, x ≤ 0.

□

数理统计 2026 年 3 月 18 日 12 / 47



2.3.1 χ2分布

故有Cn = 1/[2n/2−1Γ(n/2)]。

则可得

Gn(x) =
1

2n/2Γ(n/2)

∫ x

0
y

n
2
−1e−

y
2 dy.

因此ξ的密度函数gn(x)为

gn(x) = G′
n(x) =


1

2n/2Γ(n/2)
xn/2−1e−x/2, x > 0,

0, x ≤ 0.

□

数理统计 2026 年 3 月 18 日 12 / 47



2.3.1 χ2分布

故有Cn = 1/[2n/2−1Γ(n/2)]。

则可得

Gn(x) =
1

2n/2Γ(n/2)

∫ x

0
y

n
2
−1e−

y
2 dy.

因此ξ的密度函数gn(x)为

gn(x) = G′
n(x) =


1

2n/2Γ(n/2)
xn/2−1e−x/2, x > 0,

0, x ≤ 0.

□

数理统计 2026 年 3 月 18 日 12 / 47



2.3.1 χ2分布

χ2
n密度函数的支撑集（即使密度函数为正的变量取值集合）为(0,∞)。

图: χ2
n的密度函数形状图
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2.3.1 χ2分布

当n = 1, 2时，曲线单调下降趋于0。

当n ≥ 3时，曲线有单峰，从0开始先单调上升，在一定位置达到峰

值，然后单调下降趋于0。

当自由度n越大，χ2
n的密度曲线越趋于“对称”。
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2.3.1 χ2分布

设ξ ∼ χ2
n，0 < α < 1，令P (ξ > c) = α，则称c = χ2

n(α)为χ2
n分布的上

侧α分位数。

图: χ2
n的上侧α分位数
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2.3.1 χ2分布

α通常取较小的数，如α = 0.05, 0.01等。当α和n给定时，可查附表3

（p.g. 371）求出χ2
n(α)的值，如

χ2
10(0.01) = 23.209, R : qchisq(0.99, 10)

χ2
6(0.05) = 12.592, R : qchisq(0.95, 6)
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2.3.1 χ2分布

2. χ2变量的性质

（1）设r.v. ξ ∼ χ2
n，则ξ的特征函数为ϕ(t) = (1− 2it)−

n
2。（习题）

（2）r.v. ξ的均值和方差分别为E(ξ) = n，V ar(ξ) = 2n。（习题）

（3）设Zi ∼ χ2
ni
，i = 1, 2, . . . , k且Z1, Z2, . . . , Zk相互独立，

则
∑k

i=1 Zi ∼ χ2
n1+n2+···+nk

。
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2.3.2 t分布

t分布是英国统计学家 W. S. Gosset 在1908年以笔名 Student 发表的论

文中提出的，故后人称为“学生氏（student）分布”或”t分布”。

图: 威廉.希利.戈塞 1908
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2.3.2 t分布

1. t分布的定义和密度函数

定义 (2.3.2 (t分布))

设随机变量X ∼ N(0, 1)，Y ∼ χ2
n且X和Y独立，则称

T =
X√
Y/n

是自由度为n的t变量，其分布称为自由度为n的t分布，记为T ∼ tn。
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2.3.2 t分布

自由度为n的t变量的概率密度函数由下面的定理给出。

定理 (2.3.2)

若随机变量T ∼ tn，则其密度函数为

tn(x) =
Γ(n+1

2 )

Γ(n2 )
√
nπ

(
1 +

x2

n

)−n+1
2

, −∞ < x < ∞.
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2.3.2 t分布

该密度函数的推导采用下列方法：（习题）

（1）求出
√
Y/n的密度函数，其中Y ∼ χ2

n；

（2）利用求独立随机变量商的密度函数公式求出T的密度函数。
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2.3.2 t分布

图: tn的密度函数tn(x)形状图
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2.3.2 t分布

tn的密度函数与标准正态分布N(0, 1)密度很相似，它们都是关于原点对

称、单峰的偶函数，在x = 0处达到极大。

但tn的峰值低于N(0, 1)的峰值，tn的密度函数尾部都要比N(0, 1)的两侧

尾部粗一些。

数理统计 2026 年 3 月 18 日 23 / 47



2.3.2 t分布

tn的密度函数与标准正态分布N(0, 1)密度很相似，它们都是关于原点对

称、单峰的偶函数，在x = 0处达到极大。

但tn的峰值低于N(0, 1)的峰值，tn的密度函数尾部都要比N(0, 1)的两侧

尾部粗一些。

数理统计 2026 年 3 月 18 日 23 / 47



2.3.2 t分布

设T ∼ tn，0 < α < 1，令P (|T | > c) = α，则称c = tn(α/2)为自由度

为n的t分布的双侧上α分位数。

当α和n给定时，可查附表2求出tn(α)，

tn(α/2)等。

图: tn的双侧α分位数
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2.3.2 t分布

例如：

t12(0.05) =1.7823, R : qt(0.95, 12),

t9(0.025) =2.2622, R : qt(0.975, 9).
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2.3.2 t分布

2. t变量的性质

（1）若随机变量T ∼ tn，则E(T r)只有当r < n（n > 1）时存在，且

E(T r) =

 n
r
2
Γ( r+1

2
)Γ(n−r

2
)

Γ(n
2
)Γ( 1

2
)

, r为偶数,

0, r为奇数.

特别当n ≥ 2时，E(T ) = 0。当n ≥ 3时，V ar(T ) = n
n−2。

数理统计 2026 年 3 月 18 日 26 / 47



2.3.2 t分布

2. t变量的性质

（1）若随机变量T ∼ tn，则E(T r)只有当r < n（n > 1）时存在，且

E(T r) =

 n
r
2
Γ( r+1

2
)Γ(n−r

2
)

Γ(n
2
)Γ( 1

2
)

, r为偶数,

0, r为奇数.

特别当n ≥ 2时，E(T ) = 0。当n ≥ 3时，V ar(T ) = n
n−2。

数理统计 2026 年 3 月 18 日 26 / 47



2.3.2 t分布

2. t变量的性质

（1）若随机变量T ∼ tn，则E(T r)只有当r < n（n > 1）时存在，且

E(T r) =

 n
r
2
Γ( r+1

2
)Γ(n−r

2
)

Γ(n
2
)Γ( 1

2
)

, r为偶数,

0, r为奇数.

特别当n ≥ 2时，E(T ) = 0。当n ≥ 3时，V ar(T ) = n
n−2。

数理统计 2026 年 3 月 18 日 26 / 47



2.3.2 t分布

2. t变量的性质

（1）若随机变量T ∼ tn，则E(T r)只有当r < n（n > 1）时存在，且

E(T r) =

 n
r
2
Γ( r+1

2
)Γ(n−r

2
)

Γ(n
2
)Γ( 1

2
)

, r为偶数,

0, r为奇数.

特别当n ≥ 2时，E(T ) = 0。当n ≥ 3时，V ar(T ) = n
n−2。

数理统计 2026 年 3 月 18 日 26 / 47



2.3.2 t分布

（2）当n = 1时，t分布就是Cauchy分布，此时分布密度函数为

t1(x) =
1

π(1 + x2)
, −∞ < x < ∞.

（3） lim
n→∞

tn(x) = φ(x)，此处φ(x)是N(0, 1)变量的密度函数，即t变量

的极限分布为标准正态分布N(0, 1)。
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2.3.3 F分布

1. F分布的定义和密度函数

定义 (2.3.3（F分布）)

设r.v. X ∼ χ2
m，Y ∼ χ2

n，且X和Y独立，则称

F =
X/m

Y/n

是自由度为m和n的F变量，其分布称为自由度是m和n的F分布，记

为F ∼ Fm,n。
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2.3.3 F分布

定理 (2.3.3)

若随机变量Z ∼ Fm,n，则其密度函数为

fm,n(x) =


Γ(m+n

2
)

Γ(n
2
)Γ(m

2
)m

m
2 n

n
2 x

m
2
−1(n+mx)−

m+n
2 , x > 0,

0, 其他.

该密度函数的推导方法如下：

（1）分别求出X/m和Y/n的密度函数；

（2）利用求随机变量商的密度函数公式求F的密度函数。
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2.3.3 F分布

自由度为m,n的F分布的密度函数，其自由度m和n是有顺序的。

当m ̸= n时，若将自由度m和n顺序颠倒一下，得到的是两个不同的F分

布。

图: F4,10和F10,4的密度函数形状图
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2.3.3 F分布

由下图可见，给定F分布第一个自由度m = 10，对第二个自由度n取不

同值时，密度曲线fm,n(x)的图形是偏态（右偏）的，n越小，偏态越严

重。

图: Fm,n的密度函数fm,n(x)形状图
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2.3.3 F分布

设F ∼ Fm,n，0 < α < 1，令P (F > c) = α，则称c = Fm,n(α)为F分布

的上侧α分位数。

图: Fm,n的上侧α分位数
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2.3.3 F分布

当m，n和α给定时，可以通过查附表4求出Fm,n(α)之值。例如，

F4,10(0.05) =3.48, R : qf(0.95, 4, 10),

F10,15(0.01) =3.80, R : qf(0.99, 10, 15).
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2.3.3 F分布

2. F变量的性质

（1）若Z ∼ Fm,n，则1/Z ∼ Fn,m。

（2）若Z ∼ Fm,n，则对r > 0有

E(Zr) =
( n

m

)r Γ(m2 + r)Γ(n2 − r)

Γ(n2 )Γ(
m
2 )

, 2r < n.

特别地，

E(Z) =
n

n− 2
, n > 2,

V ar(Z) =
2n2(m+ n− 2)

m(n− 2)2(n− 4)
, n > 4.
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2.3.3 F分布

（3）若T ∼ tn，则T 2 ∼ F1,n。

（4）Fm,n(1− α) = 1/Fn,m(α)。（习题）

其性质（4）在区间估计和假设检验问题中会常常用到。

当α为较小的数，如α = 0.05或α = 0.01，m，n给定时，从已有的F分

布表上查不到Fm,n(1− 0.05)和Fm,n(1− 0.01)的值，但它们的值可利用

性质（4）求得，因为Fn,m(0.05)和Fn,m(0.01)是可以通过查F分布表求

得的。
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2.3.4 几个重要推论

下面这一推论给出了指数分布随机变量的线性函数的分布与χ2分布的关

系。这在指数分布总体参数的区间估计和假设检验问题中有重要应用。

推论 (2.3.1)

设X1, X2, . . . , Xn i.i.d.服从密度函数为f(x, λ) = λe−λxI(0,∞)(x)的指数

分布Exp(λ)，则有

2λnX̄ = 2λ
n∑

i=1

Xi ∼ χ2
2n.
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2.3.4 几个重要推论

证证证 首先证明2λX1 ∼ χ2
2。令Y = 2λX1，则有

F (y) =P (Y < y) = P (2λX1 < y)

=P (X1 <
y

2λ
) =

∫ y
2λ

0
λe−λxdx

=− e−λx|
y
2λ
0 = 1− e−

y
2 , y > 0.

所以

f(y) =
dF (y)

dy
=

 1
2e

− y
2 , y > 0,

0, y ≤ 0.
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2.3.4 几个重要推论

可见Y ∼ Exp(12) = Γ(1, 12) = χ2
2，即2λX1 ∼ χ2

2。

因为2λXi ∼ χ2
2，i = 1, 2, . . . , n，且它们相互独立，利用χ2分布的可加

性（性质3），有2λ
∑n

i=1Xi ∼ χ2
2n。 □
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2.3.4 几个重要推论

多元正态分布随机变量的二次型的分布和χ2分布有着密切的关系。

推论 (2.3.2)

设X = (X1, X2, . . . , Xp)
⊤服从p元正态分布，E(X) = µp×1，

Cov(X) = Σp×p > 0，则U = (X − µ)⊤Σ−1(X − µ)服从自由度

为p的χ2分布。
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2.3.4 几个重要推论

证证证

由于X ∼ Np(µ,Σ)，故有Y = Σ− 1
2 (X − µ) ∼ Np(0, I)，其

中I = diag(1, . . . , 1)为单位阵。

由多元正态分布的性质可知Y1, Y2, . . . , Yn i.i.d. ∼ N(0, 1)。

因此由χ2分布定义可知

U =(X − µ)⊤Σ−1(X − µ)

=Y ⊤Y = Y 2
1 + · · ·+ Y 2

p ∼ χ2
p.

□
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2.3.4 几个重要推论

推论 (2.3.3)

设X1, X2, . . . , Xn i.i.d. ∼ N(a, σ2)，则

T =

√
n(X̄ − a)

S
∼ tn−1,

其中X̄为样本均值，S2 =

n∑
i=1

(Xi−X̄)2

n−1 。
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2.3.4 几个重要推论

证证证

由定理2.2.3（p.g.50）可知X̄ ∼ N(a, σ2/n)。

将其标准化得
√
n(X̄ − a)/σ ∼ N(0, 1)。

又(n− 1)S2/σ2 ∼ χ2
n−1，且X̄和S2独立，按t分布的定义2.3.2有

T =

√
n(X̄ − a)/σ√

S2/σ2
=

√
n
X̄ − a

S
∼ tn−1.

□
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2.3.4 几个重要推论

推论 (2.3.4)

设X1, X2, . . . , Xm i.i.d. ∼ N(a1, σ
2)，Y1, Y2, . . . , Yn i.i.d. ∼ N(a2, σ

2)，

且样本X1, X2, . . . , Xm与Y1, Y2, . . . , Yn独立，则

Tw =
(X̄ − Ȳ )− (a1 − a2)

Sw
·
√

mn

n+m
∼ tn+m−2,

其中(n+m− 2)S2
w = (m− 1)S2

1 + (n− 1)S2
2，此处

S2
1 =

1

m− 1

m∑
i=1

(Xi − X̄)2, S2
2 =

1

n− 1

n∑
j=1

(Yj − Ȳ )2.
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2.3.4 几个重要推论

证证证

由定理2.2.3可知X̄ ∼ N(a1, σ
2/m)，Ȳ ∼ N(a2, σ

2/n)，故

有X̄ − Ȳ ∼ N(a1 − a2,
(n+m)σ2

nm )。

将其标准化得

(X̄ − Ȳ )− (a1 − a2)

σ

√
mn

m+ n
∼ N(0, 1). (1)

又(m− 1)S2
1/σ

2 ∼ χ2
m−1，(n− 1)S2

2/σ
2 ∼ χ2

n−1，且二者独立。

利用χ2分布的性质可知

(m− 1)S2
1 + (n− 1)S2

2

σ2
∼ χ2

n+m−2. (2)
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1/σ

2 ∼ χ2
m−1，(n− 1)S2

2/σ
2 ∼ χ2

n−1，且二者独立。

利用χ2分布的性质可知

(m− 1)S2
1 + (n− 1)S2

2

σ2
∼ χ2

n+m−2. (2)
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2/m)，Ȳ ∼ N(a2, σ

2/n)，故
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2.3.4 几个重要推论

再由式（1）和式（2）中(X̄, Ȳ )与(S2
1 , S

2
2)相互独立，由t变量的定义可

知

Tw =
(X̄ − Ȳ )− (a1 − a2)

σ

√
mn

m+ n
/

√
(m− 1)S2

1 + (n− 1)S2
2

σ2(n+m− 2)

=
(X̄ − Ȳ )− (a1 − a2)

Sw

√
nm

m+ n
∼ tn+m−2.

□
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2.3.4 几个重要推论

推论 (2.3.5)

设X1, X2, . . . , Xm i.i.d. ∼ N(a1, σ
2
1)，Y1, Y2, . . . , Yn i.i.d. ∼ N(a2, σ

2
2)，

且样本X1, X2, . . . , Xm和Y1, Y2, . . . , Yn独立，则

F =
S2
1

S2
2

· σ
2
2

σ2
1

∼ Fm−1,n−1,

此处S2
1和S2

2定义如推论2.3.4所述。
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2.3.4 几个重要推论

证证证

由定理2.2.3可知(m− 1)S2
1/σ

2
1 ∼ χ2

m−1，(n− 1)S2
2/σ

2
2 ∼ χ2

n−1，且二者

独立。

由F分布的定义可知

F =

(m−1)S2
1

σ2
1

/(m− 1)

(n−1)S2
2

σ2
2

/(n− 1)
=

S2
1

S2
2

· σ
2
2

σ2
1

∼ Fm−1,n−1.

□
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