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2.1 引言

样本是随机变量，有一定的概率分布，称为样样样本本本分分分布布布。

统计量是样本的函数，故它也是随机变量，也有其概率分布。这个

概率分布原则上可由样本分布导出。统计量的概率分布称为抽抽抽样样样分分分

布布布。

研究统计量的性质和评价一个统计推断方法的优良性，完全取决于

其抽样分布的性质。确定种种统计量的抽样分布是数理统计学的一

项基本问题，也是较难的问题。
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2.1 引言

近代统计学的奠基人之一，英国统计学家 R. A. Fisher 曾把抽抽抽样样样分分分

布布布、参参参数数数估估估计计计和假假假设设设检检检验验验看作统计推断的三个中心内容。
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2.1 引言

当总体X的分布类型已知时，若对任一自然数n，都能导出统计

量T = T (X1, X2, . . . , Xn)分布的表达式，这种分布称为T的精精精确确确抽抽抽

样样样分分分布布布。

能求出统计量精确分布的情形不多。已知的精确抽样分布大多是在

正态条件下得到的。有些情形下虽能求出统计量的精确分布，但其

表达式太复杂，使用上不方便。

在更多的情形下统计量的精确抽样分布很难求出，作为替代方法，

研究其极极极限限限分分分布布布。当样本容量n → ∞时统计量的分布称为极限分

布。只要样本容量足够大，且极限分布的形式比较简单，就可以用

统计量的极限分布作为其精确分布的近似。

数理统计 2026 年 3 月 16 日 5 / 24



2.1 引言

当总体X的分布类型已知时，若对任一自然数n，都能导出统计

量T = T (X1, X2, . . . , Xn)分布的表达式，这种分布称为T的精精精确确确抽抽抽

样样样分分分布布布。

能求出统计量精确分布的情形不多。已知的精确抽样分布大多是在

正态条件下得到的。有些情形下虽能求出统计量的精确分布，但其

表达式太复杂，使用上不方便。

在更多的情形下统计量的精确抽样分布很难求出，作为替代方法，

研究其极极极限限限分分分布布布。当样本容量n → ∞时统计量的分布称为极限分

布。只要样本容量足够大，且极限分布的形式比较简单，就可以用

统计量的极限分布作为其精确分布的近似。

数理统计 2026 年 3 月 16 日 5 / 24



2.1 引言

当总体X的分布类型已知时，若对任一自然数n，都能导出统计

量T = T (X1, X2, . . . , Xn)分布的表达式，这种分布称为T的精精精确确确抽抽抽

样样样分分分布布布。

能求出统计量精确分布的情形不多。已知的精确抽样分布大多是在

正态条件下得到的。有些情形下虽能求出统计量的精确分布，但其

表达式太复杂，使用上不方便。

在更多的情形下统计量的精确抽样分布很难求出，作为替代方法，

研究其极极极限限限分分分布布布。当样本容量n → ∞时统计量的分布称为极限分

布。只要样本容量足够大，且极限分布的形式比较简单，就可以用

统计量的极限分布作为其精确分布的近似。

数理统计 2026 年 3 月 16 日 5 / 24



2.1 引言

本本本章章章内内内容容容：：：

1 正态总体样本均值和样本方差的分布

2 χ2分布、t分布和F分布

3 次序统计量的分布

4 统计量的极限分布

5 充分统计量
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2.2.1 正态变量线性函数的分布

先讨论正态变量的线性组合的分布。

定理 (2.2.1)

设随机变量X1, X2, . . . , Xn相互独立且Xk ∼ N(ak, σ
2
k)，k = 1, 2, . . . , n。

令c1, c2, . . . , cn为常数，记T =
∑n

k=1 ckXk，则T ∼ N(µ, τ2)，其

中µ =
∑n

k=1 ckak，τ2 =
∑n

k=1 c
2
kσ

2
k。

证证证 因Xk ∼ N(ak, σ
2
k)，k = 1, 2, . . . , n，故其特征函数（c.f.）为

ϕXk
(t) = E(eitXk) = eiakt−

1
2
t2σ2

k ,

数理统计 2026 年 3 月 16 日 8 / 24



2.2.1 正态变量线性函数的分布

先讨论正态变量的线性组合的分布。

定理 (2.2.1)

设随机变量X1, X2, . . . , Xn相互独立且Xk ∼ N(ak, σ
2
k)，k = 1, 2, . . . , n。

令c1, c2, . . . , cn为常数，记T =
∑n

k=1 ckXk，则T ∼ N(µ, τ2)，其

中µ =
∑n

k=1 ckak，τ2 =
∑n

k=1 c
2
kσ

2
k。

证证证 因Xk ∼ N(ak, σ
2
k)，k = 1, 2, . . . , n，故其特征函数（c.f.）为

ϕXk
(t) = E(eitXk) = eiakt−

1
2
t2σ2

k ,

数理统计 2026 年 3 月 16 日 8 / 24



2.2.1 正态变量线性函数的分布

由特征函数的性质，n个独立的随机变量之和的特征函数等于它们的特

征函数之积，可得到T的 c.f. 为

ϕT (t) =E(eitT ) = E(eit
∑n

k=1 ckXk) =

n∏
k=1

E[ei(ckt)Xk ] =

n∏
k=1

ϕXk
(ckt)

=

n∏
k=1

(eickakt−
1
2
t2c2kσ

2
k) = eit(

∑n
k=1 ckak)−

1
2
t2(

∑n
k=1 c

2
kσ

2
k).

由特征函数的唯一性定理（分布函数由其特征函数唯一决定）可知，

T ∼ N(µ, τ2)，其中µ =
∑n

k=1 ckak，τ2 =
∑n

k=1 c
2
kσ

2
k。 □
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2.2.1 正态变量线性函数的分布

利用此定理，容易得到如下推论。

推论 (2.2.1)

在定理2.2.1中，若a1 = · · · = an = a，σ2
1 = · · · = σ2

n = σ2，则有

T ∼ N

(
a

n∑
k=1

ck, σ
2

n∑
k=1

c2k

)
.

若进一步假定c1 = · · · = cn = 1/n，则T =
∑n

k=1Xk/n = X̄，且有

X̄ ∼ N(a, σ2/n).
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2.2.1 正态变量线性函数的分布

对独立同分布的正态变量的线性变换，有如下结论。

定理 (2.2.2)

设X1, . . . , Xn i.i.d. ∼ N(a, σ2)，X = (X1, . . . , Xn)
′，

Y = (Y1, . . . , Yn)
′，A = (aij)为n× n的常数方阵，记Y = AX，即


Y1
...

Yn

 =


a11 · · · a1n
...

...

an1 · · · ann




X1

...

Xn

 , (1)
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2.2.1 正态变量线性函数的分布

定理 (2.2.2 (续))

则有

(1) Y1, . . . , Yn也是正态随机变量，且

E(Yi) =a

n∑
k=1

aik, D(Yi) = σ2
n∑

k=1

a2ik,

Cov(Yi, Yj) =σ2
n∑

k=1

aikajk.

(2) 特别当A = (aij)为n阶正交阵时，Y1, Y2, . . . , Yn也相互独立

且Yi ∼ N(µi, σ
2)，此处µi = a

∑n
k=1 aik，i = 1, . . . , n。
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2.2.1 正态变量线性函数的分布

定理 (2.2.2 (续))

(3) 若再进一步假定a = 0，则Y1, Y2, . . . , Yn i.i.d. ∼ N(0, σ2)。此事实说

明：独立同分布的正态分布N(0, σ2)随机变量经正交变换后仍变为独立

同分布的N(0, σ2)的随机变量。
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2.2.1 正态变量线性函数的分布

证证证（1）由式(1)可知Yi =
∑n

k=1 aikXk，再由推论2.2.1可知

Yi ∼ N

(
a

n∑
k=1

aik, σ
2

n∑
i=1

a2ik

)
.

因此有E(Yi) = a
∑n

k=1 aik, D(Yi) = σ2
∑n

k=1 a
2
ik。

同理有Yj =
n∑

ℓ=1

aiℓXℓ ∼ N(a
n∑

ℓ=1

aiℓ, σ
2

n∑
ℓ=1

a2iℓ)。
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2.2.1 正态变量线性函数的分布

而

Cov(Yi, Yj) =E[(Yi − EYi)(Yj − EYj)]

=E(

n∑
k=1

aikXk − a

n∑
k=1

aik)(

n∑
ℓ=1

ajℓXℓ − a

n∑
ℓ=1

ajℓ)

=

n∑
k=1

n∑
ℓ=1

aikajℓE[(Xk − a)(Xℓ − a)]

由X1, . . . , Xn是服从正态分布N(a, σ2)的独立同分布的随机变量可知，

当k = ℓ时，Cov(Xk, Xℓ) = V ar(Xk) = σ2，而当k ̸= ℓ时，

Cov(Xk, Xℓ) = 0。
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2.2.1 正态变量线性函数的分布

因此，可得到

Cov(Yi, Yj) =
n∑

k=1

n∑
ℓ=1

aikajℓE[(Xk − a)(Xℓ − a)]

=
n∑

k=1

n∑
ℓ=1

aikajℓ · δkℓσ2 = σ2
n∑

k=1

aikajk,

此处δkℓ = 1，当k = ℓ；δkℓ = 0，当k ̸= ℓ。故（1）得证。
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2.2.1 正态变量线性函数的分布

(2) 当A = (aij)为n阶正交阵时，ATA = In×n，
∑n

k=1 a
2
ik = 1。

已知Yi =
n∑

k=1

aikXk，由推论2.2.1可知µi = E(Yi) = a
∑n

k=1 aik，

D(Yi) = σ2
∑n

k=1 a
2
ik = σ2，且Yi ∼ N(µi, σ

2)。

又由正交阵A的不同行和列的正交性可知：当i ̸= j时，∑n
k=1 aikajk = 0，故Cov(Yi, Yj) = σ2

n∑
k=1

aikajk = 0。

因此Y1, . . . , Yn相互独立且Yi ∼ N(µi, σ
2)。从而定理中的（2）得证。
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2.2.1 正态变量线性函数的分布

(3) 特别若a = 0，由（2）显见µi = 0，i = 1, . . . , n，故此

时Y1, . . . , Yn i.i.d. ∼ N(0, σ2)，故定理中的（3）得证。 □
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2.2.2 正态变量样本均值和样本方差的分布

下述定理给出了正态变量样本均值和样本方差的分布和它们的独立性。

定理 (2.2.3)

设X1, X2, . . . , Xn, i.i.d. ∼ N(a, σ2), X̄ =
∑n

i=1Xi/n和S2 =∑n
i=1

(Xi−X̄)2

(n−1) 分别为样本均值和样本方差，则有

(1) X̄ ∼ N(a, σ2/n);

(2) (n− 1)S2/σ2 ∼ χ2
n−1;

(3) X̄和S2独立。

此处χ2
n−1表示自由度为n− 1的卡方分布，它是通过n− 1个相互独立的

标准正态随机变量平方和的分布来定义的（参见定义 2.3.1）。
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2.2.2 正态变量样本均值和样本方差的分布

证证证（1）令ak = a，ck = 1
n，k = 1, . . . , n，由推论 2.2.1 可

得X̄ ∼ N(a, σ2/n)。

下面证（2）和（3）。设

A =



1√
n

1√
n

· · · 1√
n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann


为一正交阵。
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2.2.2 正态变量样本均值和样本方差的分布

作正交变换Y = AX，其中Y = (Y1, . . . , Yn)
T和X = (X1, . . . , Xn)

T，

故有

Y1 = (
1√
n
, . . . ,

1√
n
)(X1, . . . , Xn)

T =
1√
n

n∑
i=1

Xi =
√
nX̄.

所以Y 2
1 = nX̄2。
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2.2.2 正态变量样本均值和样本方差的分布

由正交变换保持向量长度不变，即

Y TY = (AX)T (AX) = XTATAX = XT (ATA)X = XTX,

可知

Y 2
1 + Y 2

2 + · · ·+ Y 2
n = X2

1 +X2
2 + · · ·+X2

n.

所以

(n− 1)S2 =

n∑
i=1

(Xi − X̄)2 =

n∑
i=1

X2
i − nX̄2

=

n∑
i=1

Y 2
i − Y 2

1 =

n∑
i=2

Y 2
i .

(2)
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2.2.2 正态变量样本均值和样本方差的分布

由定理 2.2.2（2）可知Y1, · · · , Yn相互独立且Yi ∼ N(µi, σ
2)，这

里µi = a
n∑

k=1

aik，i = 1, 2, . . . , n。

再由A的行向量正交性得

µi = a

n∑
k=1

aik =
√
na ·

n∑
k=1

1√
n
· aik = 0, (3)

即Y2, . . . , Yn i.i.d. ∼ N(0, σ2)，故Y2/σ, · · · , Yn/σ i.i.d. ∼ N(0, 1)。
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2.2.2 正态变量样本均值和样本方差的分布

由式（2）(n− 1)S2 =
n∑

i=2
Y 2
i 可得

(n− 1)S2

σ2
=

n∑
i=2

(Yi/σ)
2 ∼ χ2

n−1.

故（2）得证。

由上述（2）的证明中可知Y1, Y2, . . . , Yn相互独立，而S2只

和Y2, Y3, . . . , Yn有关，X̄只和Y1有关，因此X̄和S2独立，故（3）得证。

□
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