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3.2.3 矩估计的无偏性和渐近无偏性

矩矩矩法法法：是由K.Pearson在1894年提出的点估计的古老方法。

它的特点是：直观性强，用此法获得估计量简便、易行，且不要求事先

知道总体的分布，在一定条件下矩估计量还具有相合性和渐近正态性。

它的缺点是：在参数分布族场合，没有充分利用提供的有关参数的信

息，小样本性质不突出。此外，矩估计量不具有唯一性。
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3.2.3 矩估计的无偏性和渐近无偏性

下面讨论矩估计的无偏性和渐近无偏性。

（1）样本k阶原点矩ank是总体k阶原点矩αk（k = 1, 2, . . .）的无偏估

计。

由

E(ank) = E

(
1

n

n∑
i=1

Xk
i

)
=

1

n

n∑
i=1

E(Xk
i ) =

1

n

n∑
i=1

αk = αk,

即可得到该结论。
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3.2.3 矩估计的无偏性和渐近无偏性

（2）对k ≥ 2，样本k阶中心矩不是总体k阶中心距的无偏估计。

（i）由例3.2.1可知

E(mn2) =
n− 1

n
µ2,

将其修正，得

m∗
n2 = S2 =

n

n− 1
·mn2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

是µ2的无偏估计。
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3.2.3 矩估计的无偏性和渐近无偏性

（ii）经过计算可知样本3阶中心矩mn3也不是总体3阶中心距µ3的无偏

估计，事实上，

E(mn3) =
(n− 1)(n− 2)

n2
µ3. (1)

证明如下：不妨设α1 = E(X) = 0，则有

µ2 = EX2 − (EX)2 = EX2 = α2，并且

E(mn3) =
1

n
E

[
n∑

i=1

(Xi − X̄)3

]

=
1

n
E

[
n∑

i=1

(X3
i − 3X2

i X̄ + 3XiX̄
2 − X̄3)

]
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3.2.3 矩估计的无偏性和渐近无偏性

=E[
1

n

n∑
i=1

X3
i − 3

n2

n∑
i=1

X2
i

n∑
i=1

Xi

+
3

n3

n∑
i=1

Xi(

n∑
i=1

Xi)
2 − 1

n3
(

n∑
i=1

Xi)
3]

=

E[
1

n

n∑
i=1

X3
i − 3

n2
(

n∑
i=1

X3
i +

(
n

2

)
2!X2

i Xj)

+
2

n3
(

n∑
i=1

X3
i +

(
n

2

)(
3

2

)
2!X2

i Xj +

(
n

3

)
3!XiXjXk)]

= E(
1

n

n∑
i=1

X3
i − 3

n2

n∑
i=1

X3
i +

2

n3

n∑
i=1

X3
i )
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3.2.3 矩估计的无偏性和渐近无偏性

=µ3 −
3

n
µ3 +

2

n2
µ3

=

(
1− 3

n
+

2

n2

)
µ3 =

(n− 1)(n− 2)

n2
µ3.

将矩估计mn3修正，得

m∗
n3 =

n2

(n− 1)(n− 2)
mn3,

它是µ3的无偏估计。 □
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3.2.3 矩估计的无偏性和渐近无偏性

（iii）更进一步，可以证明对k ≥ 4有

E(mnk) = µk +O

(
1

n

)
, (2)

因此对k ≥ 4，mnk也不是总体k阶中心矩µk的无偏估计。证明略。
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3.2.3 矩估计的无偏性和渐近无偏性

（3）当待估函数g(θ)为总体分布一· 些· 矩· 的函数时，即

g(θ) = G(α1, · · · , αk;µ2, · · · , µs) (3)

时，矩估计

ĝ(X1, . . . , Xn) = G(an1, · · · , ank; mn2, · · · ,mns) (4)

一般不是g(θ)的无偏估计。
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3.2.3 矩估计的无偏性和渐近无偏性

但若g(θ)为若干总体原· 点· 矩· 的线性组合时，即

g(θ) = h(α1, . . . , αm) =

m∑
i=1

ciαi

时，

其矩估计

ĝ(X1, . . . , Xn) =
m∑
i=1

ciani

是g(θ)的无偏估计。
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3.2.3 矩估计的无偏性和渐近无偏性

（4）矩估计一般具有渐近无偏性。

由下式

lim
n→∞

E(mn2) = lim
n→∞

n− 1

n
µ2 = µ2,

lim
n→∞

E(mn3) = lim
n→∞

(n− 1)(n− 2)

n2
µ3 = µ3,

lim
n→∞

E(mnv) = lim
n→∞

[
µv +O

(
1

n

)]
= µv, v ≥ 4,

可见mnv (v ≥ 2)是总体v阶中心矩µv的渐近无偏估计。
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3.2.3 矩估计的无偏性和渐近无偏性

那么，当待估参数为

g(θ) = G(α1, . . . , αk;µ2, . . . , µs)

时，

其矩估计

ĝ(X1, . . . , Xn) = G(an1, . . . , ank;mn2, . . . ,mns)

是否具有渐近无偏性？

可以证明对函数G加上适当的条件，这个结论是对的。(证明略)
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3.2.3 矩估计的无偏性和渐近无偏性

例 (3.2.9)

设X1, . . . , Xn (n > 1) i.i.d. ∼指数分布Exp(λ)，其密度

为f(x, λ) = λe−λx · I[x>0]。求λ的矩估计量λ̂，并讨论它的无偏性。

解解解 由于α1 =
∫∞
0 xfλ(x)dx = 1/λ，解得λ = 1/α1，将α1用其矩估计

量an1 = X̄代入，得到λ的矩估计量为

λ̂(X1, . . . , Xn) =
1

X̄
.
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3.2.3 矩估计的无偏性和渐近无偏性

已知Xi i.i.d. ∼ Γ(1, λ)，由伽马分布的再生性可知

Y =
n∑

i=1

Xi ∼ Γ(n, λ).

经计算

E(λ̂) = E

(
1

X̄

)
= nE

(
1

Y

)
=n

∫ ∞

0

1

y
· λn

Γ(n)
yn−1e−λydy =

n

n− 1
λ ̸= λ,

可见λ̂(X1, . . . , Xn) = 1/X̄不是λ的无偏估计。
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3.2.3 矩估计的无偏性和渐近无偏性

因此矩估计量不一定都有无偏性。

但

lim
n→∞

E(λ̂) = lim
n→∞

[
n

n− 1
· λ
]
= λ,

故λ̂(X1, . . . , Xn)是λ的渐近无偏估计。

对λ̂略作修正，可得λ的一个无偏估计

λ̂∗(X1, . . . , Xn) =
n− 1

n
· λ̂(X1, . . . , Xn) =

n− 1

n
· 1

X̄
.

□
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3.2.4 矩估计的相合性

估计量的几种相合性的定义在3.1节中给出。

一般说来，矩估计在较一般的条件下具有相合性。

此处给出矩估计的强相合性，显然相应的矩估计的弱相合性也成立。

定义 (A.8 连续映射定理（回顾）)

（1）若Xn
L−→ X以及g是连续函数，则g(Xn)

L−→ g(X)。

（2）若Xn
a.s.−→ X以及g是连续函数，则g(Xn)

a.s.−→ g(X)。

（3）若Xn
P−→ X以及g是连续函数，则g(Xn)

P−→ g(X)。
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3.2.4 矩估计的相合性

（1）样本k阶原点矩是总体k阶原点矩的强相合估计。

设X1, . . . , Xn是从总体F中抽取的简单样本，ank为样本的k阶原点矩，

αk为总体的k阶原点矩。

由独立同分布场合的柯尔莫哥洛夫强大数律可知

ank
a.s.−→ αk, k = 1, 2, . . . ,

即

P ( lim
n→∞

ank = αk) = 1, k = 1, 2, . . . .
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3.2.4 矩估计的相合性

（2）样本k阶中心矩是总体k阶中心矩的强相合估计。

附录中的连续映射定理结论是对一元连续函数成立，我们把它推广到下

列多多多元元元连连连续续续函函函数数数情形：

推论 (连续映射定理的多元连续函数情形)

设函数f(y1, . . . , yk)在(c1, . . . , ck)处连续，若

yn1
a.s.−→ c1, . . . , ynk

a.s.−→ ck,

则

f(yn1, . . . , ynk)
a.s.−→ f(c1, c2, . . . , ck).

数理统计 2026 年 4 月 13 日 18 / 31



3.2.4 矩估计的相合性

（2）样本k阶中心矩是总体k阶中心矩的强相合估计。

附录中的连续映射定理结论是对一元连续函数成立，我们把它推广到下

列多多多元元元连连连续续续函函函数数数情形：

推论 (连续映射定理的多元连续函数情形)

设函数f(y1, . . . , yk)在(c1, . . . , ck)处连续，若

yn1
a.s.−→ c1, . . . , ynk

a.s.−→ ck,

则

f(yn1, . . . , ynk)
a.s.−→ f(c1, c2, . . . , ck).

数理统计 2026 年 4 月 13 日 18 / 31



3.2.4 矩估计的相合性

（2）样本k阶中心矩是总体k阶中心矩的强相合估计。

附录中的连续映射定理结论是对一元连续函数成立，我们把它推广到下

列多多多元元元连连连续续续函函函数数数情形：

推论 (连续映射定理的多元连续函数情形)

设函数f(y1, . . . , yk)在(c1, . . . , ck)处连续，若

yn1
a.s.−→ c1, . . . , ynk

a.s.−→ ck,

则

f(yn1, . . . , ynk)
a.s.−→ f(c1, c2, . . . , ck).

数理统计 2026 年 4 月 13 日 18 / 31



3.2.4 矩估计的相合性

利用这一事实证明上述结论。证明如下：

由于

µk =

k∑
r=0

(−1)k−r

(
k

r

)
αrα

k−r
1 = f(α1, α2, . . . , αk),

显见f(·)是其变元的连续函数。
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3.2.4 矩估计的相合性

由ani
a.s.−→ αi, i = 1, . . . , k，利用式

mnk =
k∑

r=0

(−1)k−r

(
k

r

)
anra

k−r
n1

可得到

mnk = f(an1, . . . , ank)
a.s.−→ f(α1, . . . , αk) = µk, k = 2, 3, . . . ,

这就证明了结论。 □
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3.2.4 矩估计的相合性

（3）设g(θ) = G(α1, . . . , αk;µ2, . . . , µs)，其矩估计为

ĝ(X1, . . . , Xn) = G(an1, . . . , ank;mn2, . . . ,mns).

关于此类矩估计的强相合性有下述定理。
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3.2.4 矩估计的相合性

定理 (3.2.1)

设X = (X1, . . . , Xn)为从总体F中抽取的简单样本，待估函数

g(θ) = G(α1, . . . , αk;µ2, . . . , µs),

其矩估计量为

ĝn(X) = G(an1, . . . , ank;mn2, . . . ,mns),

且G为其变元的连续函数，则ĝn(X)为g(θ)之强相合估计。
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3.2.4 矩估计的相合性

证证证

由样本k阶原点矩是总体k阶原点矩的强相合估计（性质1）可知

ani
a.s.−→ αi, i = 1, . . . , k.

再由样本k阶中心矩是总体k阶中心矩的强相合估计（性质2）可知

mnj
a.s.−→ µj , j = 2, . . . , s.
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3.2.4 矩估计的相合性

已知矩估计量ĝn(X) = G(an1, . . . , ank;mn2, . . . ,mns)，且G是其变元的

连续函数，立即可得

ĝn(X)
a.s.−→ g(θ).

□
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3.2.4 矩估计的相合性

由这一定理可得出一些常见估计的相合性。

例如，正态总体N(a, σ2)中，样本均值X̄和样本方差S2分别是a和σ2的强

相合估计。

证证证明明明：：：由矩估计的相合性可知

X̄ = an1
a.s.−→ α1 = a, n → ∞,

S2 =
n

n− 1
mn2

a.s.−→ µ2 = E(X − E(X))2 = σ2, n → ∞.

□
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3.2.4 矩估计的相合性

例如，S2是σ2的均方相合估计（r = 2）。

证证证：：：

参考教材定理2.2.3的证明，对X = (X1, . . . , Xn)作正交变换，

Y = AX，其中A为正交阵，设

A =



1√
n

1√
n

· · · 1√
n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

 ,
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3.2.4 矩估计的相合性

可知Yi ∼ i.i.d.N(0, σ2), i = 2, . . . , n。令Z =
n∑

i=2
Y 2
i /σ

2，

则Z ∼ χ2(n− 1)，并且有

E(Z2) = V ar(Z) + (EZ)2 = 2(n− 1) + (n− 1)2 = n2 − 1.

又因为S2 =

n∑
i=1

(Xi−X̄)2

n−1 =

n∑
i=2

Y 2
i

n−1 ，有
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3.2.4 矩估计的相合性

E(S2 − σ2)2 = ES4 − σ4

=E


n∑

i=2
Y 2
i

n− 1


2

− σ4 = E

(
σ4

(n− 1)2
Z2

)
− σ4

=
σ4

(n− 1)2
(n2 − 1)− σ4 =

2

n− 1
σ4 −→ 0, 当n → ∞,

所以S2是σ2的均方相合估计。 □
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3.2.4 矩估计的相合性

其实，对任何r > 0，S2是σ2的r阶矩相合估计（证明略）。

在例3.2.5中定义的偏度、峰度和变异系数的矩估计都是强相合的。
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3.2.4 矩估计的相合性

例 (3.2.10)

证明例3.2.3中θ1和θ2的矩估计量分别是θ1和θ2的强相合估计。

证证证：：：

由例3.2.3知，总体X i.i.d. ∼ U(θ1, θ2)，且θ1和θ2的矩估计量分别为

θ̂1(X1, . . . , Xn) = X̄ −
√
3Sn,

θ̂2(X1, . . . , Xn) = X̄ −
√
3Sn.
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3.2.4 矩估计的相合性

由强大数定律（矩估计的相合性：性质1和2）可知X̄和S2
n分别

是α1 = E(X)和µ2 = V ar(X)的强相合估计。

又θ̂1和θ̂2是X̄和S2
n的连续函数，故由定理3.2.1（矩估计的相合性：性

质3）可知，当n → ∞时，

θ̂1
a.s.−→ α1 −

√
3µ2 = θ1,

θ̂2
a.s.−→ α1 +

√
3µ2 = θ2.

□
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