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3.3.1 引言及定义

最大似然法是在参数分布族情形下常用的参数估计方法。

设有一参数分布族F = {f(x, θ), θ ∈ Θ}，其中Θ为参数空间。

令X = (X1, . . . , Xn)为从F中抽取的简单样本，

f(x, θ) = f(x1, . . . , xn, θ)为样本X的概率函数。

当总体分布为连续型时，f(x, θ)表示样本X的密度函数；

当总体分布为离散型时，f(x, θ)为样本X的概率分布，

即f(x, θ) = Pθ(X1 = x1, . . . , Xn = xn)。
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3.3.1 引言及定义

定义 (3.3.1（似然函数）)

设f(x, θ) = f(x1, . . . , xn, θ)为样本X = (X1, . . . , Xn)的概率函数。

当x固定时，把f(x, θ)看成θ的函数，称为似然函数，记为

L(θ,x) = f(x, θ), θ ∈ Θ, x ∈ X , (1)

其中Θ为参数空间，X为样本空间。

称ℓ(θ,x) = lnL(θ,x)为对数似然函数。
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3.3.1 引言及定义

注注注 3.3.1 似然函数和概率函数是同一表达（见式（1）），但表示两种不

同含义。

当把θ固定，将其看成定义在样本空间X上的函数时，称为概概概率率率函函函数数数；

当把x固定，将其看成定义在参数空间Θ上的函数时，称为似似似然然然函函函数数数。
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3.3.1 引言及定义

例 (3.3.1)

设罐子里有许多黑球和红球。假定已知它们的比例是1：3，但不知道是

黑球多还是红球多。也就是说抽出一个黑球的概率或者是1/4或者

是3/4。如果有放回地从罐子中抽n个球，要根据抽样数据，说明抽到黑

球的概率是1/4还是3/4。

解解解 将此问题用统计模型来表述。令Xi表示第i次抽球的结果，即

Xi =

 1, 第i次抽出为黑球,

0, 否则.
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3.3.1 引言及定义

记每次抽样中抽到黑球的概率为θ，此处θ只取可能的两个值

θ1 = 1/4, 和θ2 = 3/4

之一，参数空间Θ = {θ : θ1 = 1/4, θ2 = 3/4}。

记X =
∑n

i=1Xi，则X ∼ B(n, θ)。

数理统计 2026 年 4 月 15 日 7 / 94



3.3.1 引言及定义

记每次抽样中抽到黑球的概率为θ，此处θ只取可能的两个值

θ1 = 1/4, 和θ2 = 3/4

之一，参数空间Θ = {θ : θ1 = 1/4, θ2 = 3/4}。

记X =
∑n

i=1Xi，则X ∼ B(n, θ)。

数理统计 2026 年 4 月 15 日 7 / 94



3.3.1 引言及定义

样本分布族

F = {f(x, θ) : θ ∈ Θ} = {f(x, θ1), f(x, θ2)},

其中f(x, θ1)为B(n, θ1)，f(x, θ2)为B(n, θ2)。

要根据抽样结果对θ作出估计，即θ取值为1/4还是3/4？

或者说样本来自总体f(x, θ1)还是f(x, θ2)？
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3.3.1 引言及定义

显然，当观测到样本X = x时，似然函数

L(θ, x) =

(
n

x

)
θx(1− θ)n−x, x = 0, 1, 2, . . . , n

表示了在θ对应的分布下观测到X = x的概率。

为简单计，取n = 3。当x = 0, 1, 2, 3时似然函数取值如下表

表: 3.3.1

x 0 1 2 3

L(θ1, x) 27/64 27/64 9/64 1/64

L(θ2, x) 1/64 9/64 27/64 27/64
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3.3.1 引言及定义

由表1可见：

当x = 0, 1时，L(θ1, x) > L(θ2, x);

当x = 2, 3时，L(θ2, x) > L(θ1, x)。

因此得出结论：当样本观察值x =
∑3

i=1 xi取值为0, 1时，认为样本来自

总体f(x, θ1)，即取参数θ的估计值为θ1 = 1/4；

当x = 2, 3时，认为样本来自总体f(x, θ2)，即取θ的估计值为θ2 = 3/4。

取使得事件{X = x}发生的概率最大的那个θ值，看起来“最像”是合理

的。
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3.3.1 引言及定义

将此例模型化如下：

若样本X = (X1, . . . , Xn)为从总体F = {f(x, θ) : θ ∈ Θ}中抽取的简单

样本，其中Θ = {θ1, θ2}。

等价地，分布族F中只有两个总体f(x, θ1)和f(x, θ2)。

一旦获得了样本x，如何用最大似然方法求出真参数θ的估计值呢？
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3.3.1 引言及定义

上例表明，若

L(θ1,x) > L(θ2,x),

则倾向于认为样本X来自总体f(x, θ1)（即真真真参参参数数数θ为为为θ1）的理由比认为

样本X来自总体f(x, θ2)（即真参数θ为θ2）的理由更充分些。

或者说，真参数θ为θ1的“似然性”更大些。

这样，自然把“似然性”最大（即看起来最像）的那个值作为真参

数θ的估计值。这正是“最大似然”一词的由来。
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这样，自然把“似然性”最大（即看起来最像）的那个值作为真参

数θ的估计值。这正是“最大似然”一词的由来。
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3.3.1 引言及定义

更一般地，若样本X的分布族F = {f(x, θ) : θ ∈ Θ}，参数空间Θ为R的

有限子集或无限子集。

当样本x给定时，若θ̂∗使似然函数L(θ̂∗,x)为集合

{L(θ,x) :一切θ ∈ Θ}

中最大者，即参数θ的真值为θ̂∗的“似然性”比参数空间Θ中任何其他参

数值的“似然性”都大，则取“似然性”最大的θ̂∗作为θ的估计值，由

这一方法得到的参数θ的估计，称为“最大似然估计”。
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3.3.1 引言及定义

定义 (3.3.2（最大似然估计）)

设X = (X1, . . . , Xn)是从参数分布族F = {f(x, θ) : θ ∈ Θ}中抽取的简

单样本，L(θ,x)是似然函数，ℓ(θ,x) = lnL(θ,x)为对数似然函数，若存

在统计量θ̂∗ = θ̂∗(X)，满足条件

L(θ̂∗(x),x) = max
θ∈Θ

L(θ,x), ∀x ∈ X ,

数理统计 2026 年 4 月 15 日 14 / 94



3.3.1 引言及定义

定义 (3.3.2（最大似然估计）)

设X = (X1, . . . , Xn)是从参数分布族F = {f(x, θ) : θ ∈ Θ}中抽取的简

单样本，L(θ,x)是似然函数，ℓ(θ,x) = lnL(θ,x)为对数似然函数，若存

在统计量θ̂∗ = θ̂∗(X)，满足条件

L(θ̂∗(x),x) = max
θ∈Θ

L(θ,x), ∀x ∈ X ,

数理统计 2026 年 4 月 15 日 14 / 94



3.3.1 引言及定义

定义 (3.3.2（最大似然估计）（续）)

或等价地使得

ℓ(θ̂∗(x),x) = max
θ∈Θ

ℓ(θ,x), ∀x ∈ X ,

则称θ̂∗(X)为θ的最大似然估计（maximum likelihood estimation, MLE）。

若待估函数是g(θ)，则定义g(θ̂∗)为g(θ)的MLE。
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3.3.1 引言及定义

注注注 3.3.2 最大似然估计具有不变性：

设样本分布族如定义 3.3.2 所述，若参数θ的最大似然估计为θ∗，则θ的

任一（可测）函数g(θ)的最大似然估计为g(θ̂∗)。

正因为MLE具有这一性质，因此我们将θ的函数g(θ)的MLE放到定

义3.3.2中。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

1. 用微积分中求极值的方法

设θ = (θ1, . . . , θk)为参数向量（当k = 1时，θ为参数θ）。

若似然函数L(θ,x)是θ的连续可微函数，则可用微积分中求极值点的方

法去求θ的MLE，即找使L(θ,x)达到最大时θ的值。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

由于L(θ,x)和对数似然函数lnL(θ,x) = ℓ(θ,x)具有相同的极值点，可

用ℓ(θ,x)来代替L(θ,x)。

并且，由于L(θ,x)一般是若干个函数的乘积，而ℓ(θ,x)为若干个函数之

和，较易于处理。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

若ℓ(θ,x)的极大值在参数空间Θ的内点处（而非边界点）达到，则此点

必为似然方程组

Si(θ,x) =
∂ℓ(θ,x)

∂θi
= 0, i = 1, 2, . . . , k

的解。

由于S(θ,x) = ∂ℓ(θ,x)/∂θ的值表示了对数似然函数对参数θ的无穷小量

变化的敏感程度，其在光滑对数似然函数的局部最大值处值为0，因此

称为得分函数。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

因此求最大似然估计首先求似然方程组的解θ̂∗。但此解是否一定

是θ的MLE呢？

θ̂∗满足似然方程，只是MLE的必要条件，而非充分条件。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

一般只有满足下列条件：

（1）似然函数的极大值在参数空间Θ内部达到；

（2）似然方程只有唯一解；

则似然方程之解θ̂∗必为θ的MLE。

因此求出似然方程（或方程组）的解后，要验证它为θ的MLE，有时并

非易事。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

但对样本分布族是指数族的场合，有非常满意的结果，叙述如下。

设X = (X1, . . . , Xn)为从某总体中抽取的简单样本，X1的分布为指数

族。将样本分布族表示为指数族的自然形式有

f(x,θ) = C(θ) exp

{
k∑

i=1

θiTi(x)

}
h(x), θ ∈ Θ∗,

其中Θ∗为自然参数空间，Θ0为Θ∗之内点集。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

这时X的联合密度为

L(θ,x) =
n∏

j=1

L(θ, xj) = Cn(θ) exp


k∑

i=1

θi

n∑
j=1

Ti(xj)

h(x),

此处h(x) =
∏n

j=1 h(xj)。对上式取对数得对数似然函数

ℓ(θ,x) = lnL(θ,x) = n lnC(θ) +
k∑

i=1

θi

n∑
j=1

Ti(xj) + lnh(x).
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

定理 (3.3.1)

若对任何样本X = (X1, . . . , Xn)，方程组

n

C(θ)

∂C(θ)

∂θi
= −

n∑
j=1

Ti(Xj), i = 1, 2, . . . , k

在Θ0内有解，则解必唯一且为θ的MLE。

证明略。定理中的公式由∂ℓ(θ,x)
∂θi

= 0可得。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

因此，若样本分布为指数族，只要似然方程或似然方程组的解属于自然

参数空间的内点集，则其解必为θ的MLE。

常见的分布族，如二项分布族、Poisson分布族、正态分布族、

Gamma分布族等都是指数族，定理3.3.1的条件皆成立。因此似然方程

（组）的解就是有关参数的MLE。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

2. 从定义出发

当似然函数L(θ,x)对参数θ不可微，甚至不连续时，似然方程一般没有

意义，必须直接从定义3.3.2出发去求参数θ的最大似然估计。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

例 (3.3.2)

设X = (X1, . . . , Xn)是从两点分布族{B(1, p) : 0 < p < 1}中抽取的简单

样本，求p和g(p) = p(1− p)的MLE。

解解解 1（（（教教教材材材））） 样本的似然函数为

L(p,x) = p
∑n

i=1 xi(1− p)n−
∑n

i=1 xi ,
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

取对数得对数似然函数为

ℓ(p,x) = lnL(p,x) =

(
n∑

i=1

xi

)
ln p+

(
n−

n∑
i=1

xi

)
ln(1− p).

对参数p求导并令该式为0可得得对数似然方程为

∂ℓ(p,x)

∂p
=

1

p

n∑
i=1

xi −
1

1− p

(
n−

n∑
i=1

xi

)
= 0.
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

求解上式并将x换成X，得到参数p的估计量为

p̂∗ =
1

n

n∑
i=1

Xi = X̄.

由于两点分布族为指数族，当X̄ ̸= 0, 1时，p̂∗ = X̄属于自然参数空

间Θ̂∗ = (0, 1)的内点集，故p̂∗为p的MLE。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

它与例3.2.2中得到的p的矩估计量相同。

按定义可知g(p) = p(1− p)的MLE为

ĝ∗(X) = p̂∗(1− p̂∗) = X̄(1− X̄).
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

注注注 3.3.3 当0 < X̄ < 1时，易知p̂∗ = X̄为p的唯一的MLE。

而当
∑n

i=1Xi = 0或n时，X̄ = 0或1，不在Θ = (0, 1)内。严格意义上讲，

此时p的MLE不存在。

为了克服这一缺陷，对MLE的定义加以补充：当p̂∗ /∈ Θ时，若存在一

列{p̂∗n}使得 lim
n→∞

p̂∗n = p̂∗，且p̂∗n ∈ Θ，n = 1, 2, . . .，则p̂∗也称

为p的MLE。

在给出上述补充定义后，本题中当X̄ = 0, 1时，可认

为p̂∗ = X̄是p的MLE。 □
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

解解解 2 已知两点分布族为指数族，且Xi ∼ B(1, p), 0 < p < 1，其概率分

布为P (xi, p) = pxi(1− p)1−xi，xi = 0, 1。则参数p的似然函数为

L(p,x) =
n∏

i=1

pxi(1− p)1−xi = p
∑n

i=1 xi(1− p)n−
∑n

i=1 xi

=(1− p)n(
p

1− p
)
∑n

i=1 xi

=(1− p)n exp

{
n∑

i=1

xi ln
p

1− p

}
.
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

记θ = ln p
1−p，则eθ = p

1−p，p = 1
1+e−θ，1− p = 1

1+eθ
，可得到似然函数

的自然形式为

L(θ,x) = (1 + eθ)−n exp

{
θ

n∑
i=1

xi

}
,

它的自然参数空间为Θ∗ = {θ : −∞ < θ < ∞}。

对上式取对数可得可对数似然函数为

ℓ(θ,x) = lnL(θ,x) = −n ln(1 + eθ) + θ
n∑

i=1

xi,
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

对θ求导得到对数似然方程并求解可得

∂ℓ(θ,x)

∂θ
= −n

eθ

1 + eθ
+

n∑
i=1

xi = 0

⇒ 1

1 + e−θ
= x̄ ⇒ θ̂∗ = ln

X̄

1− X̄
.

当X̄ ̸= 0, 1时（X̄ ∈ (0, 1)），θ̂∗ = ln X̄
1−X̄
存在且属于自然参数空

间Θ∗ = {θ : −∞ < θ < ∞}的内点集，所以

θ̂∗ = ln X̄
1−X̄
为θ = ln p

1−p的MLE。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

又因为p = 1
1+e−θ是θ的函数，所以p的MLE为

p̂∗ = X̄.

同样的，因为g(p) = (1− p)p是p的函数，所以g(p)的MLE为

ĝ∗(X) = X̄(1− X̄).

□
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ĝ∗(X) = X̄(1− X̄).

□

数理统计 2026 年 4 月 15 日 35 / 94



3.3.2 最大似然估计的求法及例

例 (3.3.3)

设X = (X1, . . . , Xn)是从正态分布族

{N(µ, σ2) : −∞ < µ < ∞, σ2 > 0}中抽取的简单样本。

记θ = (µ, σ2)，求µ, σ2和g(θ) = µ/σ2的MLE。

解解解 1（（（教教教材材材）））

样本X = (X1, . . . , Xn)的分布为

f(x,θ) = (2πσ2)−
n
2 exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ)2

}
.
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

对数似然函数为

ℓ(θ,x) = ln f(x,θ) = −n

2
ln 2π − n

2
lnσ2 − 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ)2.

由对数似然方程组

∂ℓ(θ,x)

∂µ
=

1

σ2

n∑
i=1

(xi − µ) = 0,

∂ℓ(θ,x)

∂σ2
= − n

2σ2
+

1

2σ4

n∑
i=1

(xi − µ)2 = 0,
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1

σ2

n∑
i=1

(xi − µ) = 0,

∂ℓ(θ,x)

∂σ2
= − n

2σ2
+

1

2σ4

n∑
i=1

(xi − µ)2 = 0,
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

解得

µ̂∗ =
1

n

n∑
i=1

Xi = X̄,

σ̂2
∗ =

1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2 = S2
n.

由于正态分布族为指数族，可知：若令θ1 =
µ
σ2，θ2 = − 1

2σ2，则定

理3.3.1中对数似然方程组的解θ̂∗1 = µ̂∗

σ̂2
∗
，θ̂∗2 = − 1

2σ̂2
∗
属于自然参数空

间Θ∗ = {(θ1, θ2) : θ1 ∈ R, θ2 < 0}的内点集，故它们分别

是θ1和θ2的MLE。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

因此µ̂∗和σ̂2
∗分别是µ和σ2的MLE，它们也分别是µ和σ2的矩估计量。前

者是µ的无偏估计，后者不是σ2的无偏估计。

可见最大似然估计不一定具有无偏性。

又由定义可知g(θ) = µ
σ2的MLE为

ĝ∗(X) =
µ̂∗

σ̂2
∗
=

X̄

S2
n

.

□
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ĝ∗(X) =
µ̂∗

σ̂2
∗
=

X̄

S2
n

.

□

数理统计 2026 年 4 月 15 日 39 / 94



3.3.2 最大似然估计的求法及例

因此µ̂∗和σ̂2
∗分别是µ和σ2的MLE，它们也分别是µ和σ2的矩估计量。前

者是µ的无偏估计，后者不是σ2的无偏估计。

可见最大似然估计不一定具有无偏性。

又由定义可知g(θ) = µ
σ2的MLE为
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

解解解 2

已知正态分布为指数族，且Xi ∼ N(µ, σ2), −∞ < µ < ∞, σ2 > 0，它

的概率密度函数为

f(xi,θ) = (2πσ2)−
1
2 exp

{
−(xi − µ)2

2σ2

}
, −∞ < x < ∞.
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

参数θ的似然函数为

L(θ,x) =
n∏

i=1

f(xi,θ)

= (2πσ2)−
n
2 exp

{∑n
i=1(xi − µ)2

2σ2

}
= (2πσ2)−

n
2 exp

{
−nµ2

2σ2

}
exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

x2i +
µ

σ2

n∑
i=1

xi

}
.
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

令θ1 = − 1
2σ2 , θ2 =

µ
σ2，则µ = − θ2

2θ1
，σ2 = − 1

2θ1
，可得到似然函数的指

数族的自然形式为

L(θ1, θ2,x) =

(
− π

θ1

)−n
2

exp

{
nθ22
4θ1

}
exp

{
θ1

n∑
i=1

x2i + θ2

n∑
i=1

xi

}
,

它的自然参数空间为Θ∗ = {(θ1, θ2) : −∞ < θ1 < 0, −∞ < θ2 < ∞}。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例
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3.3.2 最大似然估计的求法及例
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

对似然函数L(θ1, θ2,x)取对数可得到对数似然函数

ℓ(θ1, θ2,x) = −n

2
ln

(
− π

θ1

)
+

nθ22
4θ1

+ θ1

n∑
i=1

x2i + θ2

n∑
i=1

xi.

上式对θ1和θ2分别求导可得到对数似然方程组
∂ℓ(θ1,θ2,x)

∂θ1
= −n

2
1

− π
θ1

π
θ21

+ (−nθ22
4θ21

) +
∑n

i=1 x
2
i = 0,

∂ℓ(θ1,θ2,x)
∂θ2

= nθ2
2θ1

+
∑n

i=1 xi = 0.
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

令S2
n =

∑n
i=1(Xi − X̄)2/n，并用Xi代替xi，求解上述对数似然方程组，

可得到θ1和θ2的估计量分别为

θ̂∗2 =
nX̄∑n

i=1(Xi − X̄)2
=

X̄

S2
n

,

θ̂∗1 =− θ̂2
∗

2X̄
= − 1

2S2
n

.
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

由于θ̂∗1和θ̂∗2属于自然参数空间Θ∗的内点集，所以它们分别

为θ1和θ2的MLE。

因为µ = − θ2
2θ1
和σ2 = − 1

2θ1
为θ1和θ2的函数，所以µ̂ = X̄和σ̂∗

2 = S2
n分别

为µ和σ2的MLE。

又因为g(θ) = µ
σ2 = θ2，所以ĝ∗(X) = θ̂∗2 = X̄

S2
n
为g(θ)的MLE。 □
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

例 (3.3.4)

设元件寿命X服从下列指数分布Exp(λ)，其密度函数为

f(x, λ) =

 λe−λx, x > 0,

0, x ≤ 0.
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

例 (3.3.4（续）)

设X1, . . . , Xn分别表示接受试验的n个元件寿命。

由于受时间的限制，试验实际上只进行到有r（r ≤ n）个元件失效时就

停止了。

以X(1) ≤ X(2) ≤ · · · ≤ X(r)记这r个元件的寿命，即只观察到了样

本X1, . . . , Xn的前r个次序统计量X(1), . . . , X(r)。

基于这前 r 个次序统计量，求 λ 和 g(λ) = 1/λ 的MLE。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

引理 (2.4.1（回顾）)

设总体X的分布函数为F (x)，密度函数为f(x)，X1, . . . , Xn为从总

体X中抽取的简单样本，则有∫
· · ·
∫

a<x1<···<xn<b

f(x1) · · · f(xn)dx1 · · · dxn =
1

n!
[F (b)− F (a)]n,

此处a可取有限数或−∞，b可取有限数或∞。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

定理 (2.4.1（回顾）)

设总体X有密度函数f(x)，−∞ < x < ∞，X1, X2, . . . , Xn为从总

体X中抽取的简单样本，如前所述(X(1), X(2), . . . , X(n))为样

本(X1, . . . , Xn)的次序统计量。令Yi = X(i)，i = 1, . . . , n，则次序统计

量(Y1, . . . , Yn)的联合密度函数为

g(y1, . . . , yn) =

 n!f(y1)f(y2) · · · f(yn), y1 < y2 < · · · < yn,

0, 其他.
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

解解解 1（（（教教教材材材）））

记ti = x(i)，i = 1, . . . , n，则有t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn。设F (x)为X的分布函

数，易知F (x) = 1− e−λx。

下面利用引理2.4.1和2.4.1小节所介绍的方法求(X(1), X(2), · · · , X(r))的

联合密度如下：

p(t1, . . . , tr;λ) =

∫
· · ·
∫

tr<tr+1<···<tn<∞

n!f(t1, λ) · · · f(tn, λ)dtr+1 · · · dtn

=
n!

(n− r)!
f(t1, λ) · · · f(tr, λ)[1− F (tr)]

n−r

=
n!

(n− r)!
λr exp

{
−λ

(
r∑

i=1

ti + (n− r)tr

)}
.
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f(t1, λ) · · · f(tr, λ)[1− F (tr)]

n−r

=
n!

(n− r)!
λr exp

{
−λ

(
r∑

i=1

ti + (n− r)tr

)}
.
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3.3.2 最大似然估计的求法及例
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

记T =
r∑

i=1
ti + (n− r)tr，故对数似然函数为

ℓ(λ, t1, . . . , tr) = ln c+ r lnλ− λT,

其中c = n!/(n− c)!。对λ求导，得似然方程为

∂ℓ

∂λ
=

r

λ
− T = 0,
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

解得

λ̂∗ =
r

T
= r

[
r∑

i=1

X(i) + (n− r)X(r)

]−1

.

似然函数L(λ, x(1), . . . , x(r))是指数族的形式，且λ̂∗属于自然参数空

间Θ∗ = {λ : λ > 0} = (0,∞)的内点集，故λ̂∗为λ的MLE。

由定义可知g(λ) = 1/λ的MLE为

ĝ∗(X(1), . . . , X(r)) =
T

r
=

1

r

[
r∑

i=1

X(i) + (n− r)X(r)

]
.

□
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

解解解 2

记ti = x(i)，i = 1, 2, . . . , n，则有t1 ≤ t2 ≤ · · · ≤ tn。设F (x)为X的分布

函数，易知F (x) = 1− e−λx。下面利用引理2.4.1的结果和2.4.1小节所介

绍的方法求(X(1), . . . , X(r))的联合密度函数如下：

p(t1, . . . , tr;λ) =

∫
· · ·
∫

tr<tr+1<...,tn<∞

n!f(t1, λ) · · · f(tn, λ)dtr+1 · · · dtn

=
n!

(n− r)!
f(t1, λ) · · · f(tr, λ)[1− F (tr)]

n−r

=
n!

(n− r)!
λr exp

{
−λ(

r∑
i=1

ti + (n− r)tr)

}
.
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

记T =
∑r

i=1 ti + (n− r)tr，则2Tλ ∼ χ2
2r，T ∼ Γ(r, λ)属于指数族。似

然函数为

L(λ, t) =
λr

Γ(r)
tr−1 exp{−λt},

令θ = −λ，则其指数族的自然形式为

L(θ, t) =
tr−1

Γ(r)
(−θ)r exp{θt},

自然参数空间为Θ∗ = {θ : −∞ < θ < 0}.
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

故对数似然函数为

ℓ(θ, t) = lnL(θ, t) = ln
tr−1

Γ(r)
+ r ln(−θ) + θt.

对数似然方程为
∂ℓ(θ, t)

∂θ
= r

−1

−θ
+ t = 0.
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

将t换为T，再将ti = x(i)换为X(i), i = 1, . . . , r，求解上式，可得到θ的

估计量为

θ̂∗(X(1), . . . , X(n)) =
−r

T
=

−r∑r
i=1 ti + (n− r)tr

=
−r∑r

i=1X(i) + (n− r)X(r)
.

因为θ̂∗属于自然参数空间Θ∗的内点集，所以θ̂∗为θ的MLE。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

又因为λ = −θ为θ的函数，所以

λ̂∗(X(1), . . . , X(r)) =− θ̂∗(X(1), . . . , X(r))

=
r

T
=

r∑r
i=1X(i) + (n− r)X(r)

,

为λ的MLE。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

由题知g(λ) = 1/λ为λ的函数，所以g(λ)的MLE为

ĝ∗(X(1), . . . , X(r)) =
T

r
=

1

r

[
r∑

i=1

X(i) + (n− r)X(r)

]
.

□

本例中所述元件寿命试验进行到第r个元件失效时就终止，这种试验称

为定数截尾试验。

另一种方式是先定下一个时间T > 0，当试验进行T时试验就终止，这种

试验称为定时截尾试验。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

例 (3.3.5)

设X = (X1, . . . , Xn)是从均匀分布族{U(0, θ] : θ > 0}中抽取的简单样

本。

（1）求θ的MLE θ̂∗。

（2）说明θ̂∗是否为θ的无偏估计。若不然，作适当修正获得θ的无偏估

计θ̂∗1。

（3）试将θ̂∗1与θ的矩估计θ̂1进行比较，看哪一个有效？

（4）证明θ的最大似然估计θ̂∗是θ的弱相合估计。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

解解解 （1）样本X = (X1, . . . , Xn)的联合密度为

f(x, θ) =

 1
θn , 0 < x(1) ≤ x(n) ≤ θ,

0, 其他.
(2)

因为均匀分布U(0, θ]的支撑集{x : f(x, θ) > 0} = {x : 0 < x ≤ θ}依赖

于θ，它不属于指数族。

且它的似然函数L(θ,x) = f(x, θ)在θ处不可微，所以不能用对数似然函

数求微商的方法去求θ的MLE。只能从MLE的定义出发来讨论。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

为使L(θ,x)达到极大，由式（2）可见，应使分母上的θ尽可能地小，

但θ又不能太小以致L为0。这个界限就在

θ̂∗ = max{X1, . . . , Xn} = X(n).

故当θ > θ̂∗时，L = θ−n > 0，但L < L(θ̂∗,x) = 1/(x(n))
n；当θ < θ̂∗时，

L = 0。

因此θ̂∗ = X(n)是唯一使L达到最大的θ值，即θ的MLE，此

时L = L(θ̂∗,x) = 1/(x(n))
n。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

（2）为求E[X(n)]，就要算出T = X(n)的密度函数，易求T的密度函数

g(t, θ) =

 ntn−1

θn , 0 ≤ t ≤ θ,

0, 其他,
(3)

故有

E(θ̂∗) = E(T ) =

∫ θ

0

ntn

θn
dt =

n

n+ 1
θ,

所以θ̂∗ = X(n)不是θ的无偏估计。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

显见

θ̂∗1 =
n+ 1

n
X(n)

为θ的无偏估计。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

（3）θ的矩估计θ̂1 = 2X̄是θ的无偏估计。由于

V ar(θ̂∗1) =
θ2

n(n+ 2)
, V ar(θ̂1) =

θ2

3n
,

所以在n ≥ 2时，θ̂∗1比θ̂1有效。

在n = 1时，有V ar(θ̂∗1) = V ar(θ̂1)，即这两个估计的效果是相同的。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

（4）已知T的密度函数由式（3）给出，故对任给的ϵ > 0，有

P (|θ̂∗ − θ| ≥ ϵ)

= 1− P (|θ̂∗ − θ| < ϵ) = 1− P (θ − ϵ < T < θ + ϵ)

= 1−
∫ θ

θ−ϵ

ntn−1

θn
dt = 1− 1

θn
[θn − (θ − ϵ)n] =

(
1− ϵ

θ

)n
.

因此有

lim
n→∞

P (|θ̂∗ − θ| ≥ ϵ) = lim
n→∞

(
1− ϵ

θ

)n
= 0,

故知θ̂∗ = X(n)为θ的弱相合估计。 □
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

注注注 3.3.4 在例 3.3.5 中将均匀分布族{U(0, θ] : θ > 0}改为均匀分布

族{U(0, θ) : θ > 0}，则结论如何？

容易发现此时参数θ的MLE不存在（θ取不到X(n)）。

但是只要做如下的简单修改，问题就可以解决：

由于连续型随机变量取一点的概率为0，因此可以修改均匀分布的支撑

集为区间(0, θ]，如例 3.3.5（1）所述θ的MLE就很容易求得了。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

例 (3.3.6)

设X = (X1, . . . , Xn)是从均匀分布族{U(θ, θ + 1) : −∞ < θ < ∞}中抽

取的简单样本，求θ的MLE。

解解解

给定样本x时，θ的似然函数为

L(θ,x) =

 1, θ < x(1) ≤ x(n) < θ + 1,

0, 其他.
=

 1, x(n) − 1 < θ < x(1),

0, 其他.
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

这时，似然函数只取1和0两个值，只要x(n) − 1 < θ < x(1)都可使L达到

极大，故θ的MLE不止一个。若取

θ̂∗1(X) = X(1), θ̂
∗
2(X) = X(n) − 1,

则对任给的0 ≤ λ ≤ 1，

θ̂∗(X) =λθ̂∗1(X) + (1− λ)θ̂∗2(X)

=λX(1) + (1− λ)(X(n) − 1)

都是θ的MLE，故知θ的MLE有无穷多个。 □
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

例 (3.3.7)

设k个事件A1, · · · , Ak构成完备事件群，事件Ai发生的概率

为0 < pi < 1, i = 1, . . . , k 且
∑k

i=1 pi = 1。

将试验独立重复n次，以Xi记Ai发生的次数，i = 1, 2, . . . , k，∑k
i=1Xi = n，则X = (X1, . . . , Xk)服从多项分布M(n, p1, . . . , pk)，

X = (X1, . . . , Xk)的密度函数为

f(x;p) =
n!

x1! · · ·xk!
px1
1 · · · pxk

k , p = (p1, . . . , pk).

求p1, . . . , pk的MLE。
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px1
1 · · · pxk
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3.3.2 最大似然估计的求法及例
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

解解解 1（（（教教教材材材）））：：：

记p = (p1, . . . , pk)。给定样本x时，对数似然函数为

ℓ(p,x) = lnn!−
k∑

i=1

lnxi! +
k−1∑
i=1

xi ln pi + xk ln

(
1−

k−1∑
i=1

pi

)
.

对pi求偏导数，得似然方程组

∂ℓ(p,x)

∂pi
=

xi
pi

− xk
pk

= 0, i = 1, 2, . . . , k − 1.
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

若令
x1
p1

=
x2
p2

= · · · = xk
pk

= λ,

则有

xi = λpi, i = 1, 2, . . . , k.

将这k个等式两边分别相加得

n =

k∑
i=1

xi = λ

k∑
i=1

pi = λ.
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

由于多项分布族属于指数族，因此由定理3.3.1和式

子xi = λpi, i = 1, 2, . . . , k可知，pi的MLE如下：

p̂∗i =
Xi

n
, i = 1, 2, . . . , k.

□
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

解解解 2：：：

记p = (p1, . . . , pk)，x = (x1, . . . , xk)的概率分布为

P (X = x;p) =
n!

x1! · · ·xk!
px1
1 · · · pxk

k .

由题知，
k∑

i=1
pi = 1，pk = 1−

k−1∑
i=1

pi，只需讨论k − 1个参数的极大似然

估计。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

给定样本x时，其似然函数为

L(p,x) =
n!

x1! · · ·xk!
px1
1 · · · pxk−1

k−1

(
1−

k−1∑
i=1

)xk

=
n!

x1! · · ·xk!
exp

{
k−1∑
i=1

xi ln pi + xk ln

(
1−

k−1∑
i=1

pi

)}
.

记θi = ln pi，θ = (θ1, . . . , θk−1)，则

有pi = eθi , i = 1, . . . , k − 1, 0 < pi < 1。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

似然函数的自然形式为

L(θ,x) =
n!

x1! · · ·xk!
exp

{
k−1∑
i=1

xiθi + xk ln

(
1−

k−1∑
i=1

eθi

)}
.

自然参数空间为Θ∗ = {−∞ < θi < 0, i = 1, . . . , k − 1}。对数似然函数

为

ℓ(θ,x) = ln
n!

x1! · · ·xk!
+

k−1∑
i=1

xiθi + xk ln

(
1−

k−1∑
i=1

eθi

)
.

数理统计 2026 年 4 月 15 日 75 / 94



3.3.2 最大似然估计的求法及例
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

对θ求偏导可得到似然方程组为



∂ℓ
∂θ1

= x1 + xk
−eθ1

1−
k−1∑
i=1

eθi
= 0,

∂ℓ
∂θ2

= x2 + xk
−eθ2

1−
k−1∑
i=1

eθi
= 0,

...

∂ℓ
∂θk−1

= xk−1 + xk
−eθk−1

1−
k−1∑
i=1

eθi
= 0.

=⇒



x1 = xk
eθ1

1−
k−1∑
i=1

eθi
,

x2 = xk
eθ2

1−
k−1∑
i=1

eθi
,

...

xk−1 = xk
eθk−1

1−
k−1∑
i=1

eθi
.

(4)
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3.3.2 最大似然估计的求法及例
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

经计算得

k−1∑
i=1

xi = xk

k−1∑
i=1

eθi

1−
k−1∑
i=1

eθi

,

因此有

n =

k−1∑
i=1

xi + xk = xk
1

1−
k−1∑
i=1

eθi

=⇒ 1

1−
k−1∑
i=1

eθi

=
n

xk
.

(5)
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

将式（5）代入似然方程组（4）可得到

eθ1 = x1
n ,

eθ2 = x2
n ,

...

eθk−1 =
xk−1

n .

即eθi = xi−1

n ∈ (0, 1)，θ̂∗i = ln xi
n ∈ (−∞, 0)。

因为θ̂∗i属于自然参数空间Θ∗ = {−∞ < θi < 0, i = 1, . . . , k − 1}，所

以θ̂∗i为θi的MLE。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

又因为θi = ln pi，pi为θi的函数，所以p̂∗i = eθ̂
∗
i = eln

xi
n = xi

n为pi的MLE，

i = 1, . . . , k − 1。

p̂∗k = 1−
k−1∑
i=1

p̂∗i = 1−
k−1∑
i=1

xi
n = xk

n 为pk的MLE。 □
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3.3.2 最大似然估计的求法及例
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

例 (3.3.8)

设从总体X分布为

Xi 0 1 2 3

pi θ/2 θ 3θ/2 1-3θ

设X = (X1, . . . , Xn)为从总体X中抽取的简单样本。

（1）求θ的矩估计量θ̂M和最大似然估计量θ̂MLE，

在X = (0, 3, 1, 1, 0, 2, 2, 2, 3, 2)时求出相应估计量的值。

（2）上述估计量是否是无偏的？若不是，请作修正。

（3）比较修正后的两个估计量，指出哪个更有效。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

解解解

表格第一行表示r.v.X取值只有0，1，2，3这四种可能，第二行表示X取

相应值的概率pi, i = 0, 1, 2, 3。

与上例相似这是一个多项分布，令样本X1, . . . , Xn中取值

为i (i = 0, 1, 2, 3)的频数为ni，则ni是随机变量，满足条件
3∑

i=0
ni = n。

这里

(n0, n1, n2, n3) ∼M(n, (p0, p1, p2, p3))

=M(n, (θ/2, θ, 3θ/2, 1− 3θ))
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

（1）由题知

E(X) =

3∑
i=0

Xipi = 0× θ

2
+ 1× θ + 2× 3θ

2
+ 3× (1− 3θ) = 3− 5θ.

将E(X)用X̄代替，可得到θ的矩估计为θ̂M = 3−X̄
5 。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

令θ的似然函数为

L(θ,x) =
n!

n0! · · ·n3!
pn0
0 · · · pn3

3

=
n!

n0! · · ·n3!

(
θ

2

)n0

θn1

(
3θ

2

)n2

(1− 3θ)n3

=
n!

n0! · · ·n3!

3n2

2n0+n2
θn0+n1+n2(1− 3θ)n3

=c× θn0+n1+n2(1− 3θ)n3 ,

此处c = n!
n0!···n3!

3n2

2n0+n2
。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

令
∂ lnL(θ,x)

∂θ
=

∂

∂θ
{ln c+ (n0 + n1 + n2)θ + n3 ln(1− 3θ)}

=
n0 + n1 + n2

θ
+

n3

1− 3θ
(−3) = 0

解得θ的MLE为θ̂MLE = n0+n1+n2
3n = n−n3

3n 。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

由样本(X1, . . . , Xn) = (0, 3, 1, 1, 0, 2, 2, 2, 3, 2)可得到下表

Xi 0 1 2 3

ni 2 2 4 2

这里
3∑

i=0
ni = 10。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

经计算

X̄ =

10∑
j=1

Xj

10
=

1

10
(0 + 3 + 1 + 1 + 0 + 2 + 2 + 2 + 3 + 2) = 1.6,

可得到θ的矩估计和最大似然估计分别为

θ̂M =
3− X̄

5
=

3− 1.6

5
= 0.28,

θ̂MLE =
10− n3

3n
=

10− 2

30
=

4

15
≈ 0.27.
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

（2）由于n3 ∼ B(n, 1− 3θ)，经计算

E(θ̂M ) =E

(
3− X̄

5

)
=

3− E(X̄)

5
=

3− (3− 5θ)

5
= θ,

E(θ̂MLE) =E


2∑

i=0
ni

3n

 = E

(
n− n3

3n

)

=
n− n(1− 3θ)

3n
=

n× 3θ

3n
= θ,

因此这两个估计均为无偏估计。
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

（3）经计算

E(X2) =θ + 4
3θ

2
+ 9(1− 3θ) = 9− 20θ,

V ar(X) =E(X2)− (EX)2 = (9− 20θ)− (3− 5θ)2 = 5θ(2− 5θ),

V ar(θ̂M ) =V ar

(
3− X̄

5

)
=

V ar(X̄)

25
=

V ar(X)

25n

=
5θ(2− 5θ)

25n
=

θ(2− 5θ)

5n
,

V ar(θ̂MLE) =V ar

(
n− n3

3n

)
=

V ar(n3)

9n2

=
n3θ(1− 3θ)

9n2
=

θ(1− 3θ)

3n
.
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3.3.2 最大似然估计的求法及例

并且

V ar(θ̂M )− V ar(θ̂MLE) =
θ(2− 5θ)

5n
− θ(1− 3θ)

3n
=

θ

15n
> 0.

所以θ̂MLE比θ̂M更有效。 □
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3.3.3 最大似然估计的性质

1. 最大似然估计的无偏性

在前面的例 3.3.3 中已指出最大似然估计不一定是无偏的。因此最大似

然估计可以是无偏的，但也可以是有偏的，要视具体情况而定。
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3.3.3 最大似然估计的性质

2. 最大似然估计与充分统计量

定理 (3.3.2)

设X = (X1, . . . , Xn)为自总体{f(x, θ) : θ ∈ Θ}中抽取的简单样本。

若T = T (X1, . . . , Xn)是θ的充分统计量，且θ的最大似然估计θ̂∗唯一存

在，则它必为T的函数。
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3.3.3 最大似然估计的性质

证证证 由因子分解定理可知样本X的概率函数，即似然函数可表示为

L(θ,x) =

n∏
i=1

f(xi, θ) = g(T (x), θ)h(x),

此处h(x)与θ无关。若θ的MLE唯一存在，记为θ̂∗，则

L(θ̂∗,x) = max
θ∈Θ

L(θ,x) ⇐⇒ g(T (x), θ̂∗) = max
θ∈Θ

g(T (x), θ),
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3.3.3 最大似然估计的性质

因此使max
θ

L(θ,x)达到上确界唯一之点θ̂∗，即为使max
θ

g(T (x), θ)达到

上确界唯一之点，它必为T (x)的函数。 □

此性质说明θ的最大似然估计θ̂∗ = θ̂∗(X1, . . . , Xn)可表示为充分统计

量T (X)的函数，即

θ̂∗ = θ̂∗(T (X1, . . . , Xn)).

如例 3.3.2 ——例 3.3.7中的最大似然估计皆为充分统计量的函数。
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3.3.3 最大似然估计的性质

注注注 3.3.5* 最大似然估计的上述性质告诉我们：假如充分统计量存在，

θ的最大似然估计量θ̂∗为充分统计量的函数。

若此最大似然估计本身也是充分的，由于此充分统计量θ̂∗是其他充分统

计量的函数，由定义可知θ̂∗是极小充分的。
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