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3.1.1 参数估计问题

数理统计的任务是用样本去推断总体。参数估计是统计推断的一种重要

形式，它是用样本对总体中感兴趣的未知参数作出推断的方法。

设有参数分布族F = {Fθ, θ ∈ Θ}，其中Θ是参数空间，Fθ的分布形式已

知，但其分布与未知参数θ有关。已知X1, . . . , Xn是从参数分布族F中抽

取的简单样本。

那么自然的问题是，样本来自的真实分布是哪一个？

或者，样本来自的真实分布Fθ对应的参数θ或其函数g(θ)的值是什么？
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3.1.1 参数估计问题

因此，参数估计问题就是如何利用样本对未知参数θ或g(θ)作出估计的

问题。

例如，X1, · · · , Xn i.i.d. ∼ N(µ, σ2)，记θ = (µ, σ2)，希望利用样本

对µ和σ2或其函数g(θ) = µ/σ2的值作出估计。
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3.1.1 参数估计问题

有时总体分布族F = {F}是非参数分布族，其分布形式未知，我们

对F的信息知之甚少（如只知道是否对称，是否连续等）。

在非参数分布族场合，把参数理解为分布族F上的泛函g(F )，如g(F )为

总体均值、方差或中位数等，希望利用样本对g(F )作出估计，这也属于

参数估计问题。

例如，从某城市居民中抽取一部分，对其年收入作调查，获得样

本X1, . . . , Xn，要对该城市居民的年人均收入作出估计，就属于这类问

题。
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3.1.1 参数估计问题

参数估计（parameter estimation）问题常有两类：点点点估估估计计计和区区区间间间估估估计计计。

点点点估估估计计计就是用样本函数的一个具体数值去估计一个未知参数。

区区区间间间估估估计计计就是用样本函数的两个值构成的区间去估计未知参数的取值范

围。
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3.1.1 参数估计问题

例如，在某市居民年人均收入的调查中，估计该市居民的年人均收入

为82500元，这是一个点估计。

若估计年人均收入在63500元到98500元之间，这就是一个区间估计。

点估计与区间估计是互为补充的参数估计形式。
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3.1.2 点估计

定义 (3.1.1 点估计)

设X = (X1, . . . , Xn)为从某个总体Fθ中抽取的样本。

g(θ)为总体参数θ的实函数，用ĝ(X)作为g(θ)估计，称为点估计（point

estimation）。

此时ĝ(X)称为g(θ)的估计量（estimator）。

在一组具体样本值x = (x1, . . . , xn)下估计量的值ĝ(x)称为g(θ)的估计

值。

由此定义和样本的两重性知，估计量是样本的函数，是统计量，因而是

随机变量。而估计值是估计量的一个实现，是具体数值。
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3.1.2 点估计

例 (3.1.1)

对某种环氧树脂片的击穿电压（单位：kV / mm）进行20次观测得到

24.46, 25.61, 26.25, 26.42, 26.66, 27.15, 27.31, 27.54, 27.74, 27.94,

27.98, 28.04, 28.28, 28.49, 28.50, 28.87, 29.11, 29.13, 29.50, 30.88.

有证据表明击穿电压值服从均值为µ的正态分布。讨论µ的点估计问题。
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3.1.2 点估计

解解解

由于正态分布是对称的，均值µ也是该分布的中位数。给定的观测值是

样本X1, . . . , X20的实现，则基于统计量和正态分布的特点，直观上µ的

估计可以为

（1）样本均值X̄：估计值为x̄ =
∑20

i=1 xi/20 = 555.86/20 = 27.793.

（2）样本中位数m1/2：估计值为m1/2 = (27.94 + 27.98)/2 = 27.960.

（3）样本范围的中心(X(n) +X(1))/2：估计值为

(24.46 + 30.88)/2 = 27.670,

其中X(1)和X(n)为样本最小和最大次序统计量。
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3.1.2 点估计

由此可见，有多种看来合理的参数估计的方法。这就产生了一个问题：

采用哪一个估计量作为θ的点估计较好呢？

这就涉及评价一个估计量优劣的标准问题。标准不同，回答也不同。

在经典估计理论中，用来评价估计量好坏的标准有：无偏性、有效性、

相合性和渐近正态性等。
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3.1.2 点估计

点估计是数理统计学中内容很丰富的一个分支。

它主要包括：

1. 导出估计量的一般方法（矩估计、极大似然法）；

2. 制定评价估计量优良性的种种合理准则（无偏性、有效性、相合性）；

3. 寻求某种特定准则下的最优估计量（UMVUE，C-R不等式）。
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3.1.3 点估计的优良性准则

1. 无偏性

在评价估计量好坏时，一般总希望参数θ的估计量θ̂(X)的平均值与θ越

接近越好，即E[θ̂(X)− θ] = E[θ̂(X)]− θ越小越好。

由于估计量θ̂(X)是随机变量，θ̂(X)的值有时比θ的真值大，有时比θ的

真值小，我们自然希望θ̂(X)在大量重复使用时，在平均意义

下θ̂(X)与θ的偏差越小越好。

当期望值E[θ̂(X)− θ] = 0时就得到无偏性的概念。将其一般化，

用g(θ)代替θ，用ĝ(X)代替θ̂(X)，得到如下定义。
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3.1.3 点估计的优良性准则

定义 (3.1.2（无偏估计）)

设X = (X1, . . . , Xn)为从总体{Fθ, θ ∈ Θ}中抽取的样本，g(θ)是定义于

参数空间Θ上的已知函数。ĝ(X) = ĝ(X1, . . . , Xn)是g(θ)的一个估计量，

如果

Eθ[ĝ(X)] = g(θ), θ ∈ Θ,

则称ĝ(X)为g(θ)的一个无偏估计。

记ĝ(X) = ĝn(X)，若Eθ[ĝn(X)] ̸= g(θ)，但

lim
n→∞

Eθ[ĝn(X)] = g(θ), θ ∈ Θ,

则称ĝn(X)为g(θ)的渐近无偏估计。
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3.1.3 点估计的优良性准则

注意：参数空间Θ中的每个θ对应的分布Fθ都可能是产生样本的“真

实”分布，因此在无偏估计的定义中要求等式对所有的参数θ ∈ Θ成立。
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3.1.3 点估计的优良性准则

无偏性的含义有两个：

（a）第第第一一一个个个含含含义义义是无系统性偏差。由于样本的随机性，ĝ(X)是样

本X的函数，因此它是一个随机变量。

用估计量ĝ(X)去估计g(θ)，对某些样本x，ĝ(x)与g(θ)相比偏低；对另

一些样本x，ĝ(x)偏高。

无偏性表明，把这些正负偏差在概率上平均起来，其值为0。
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3.1.3 点估计的优良性准则

例如，用一杆秤去称东西，误差的来源有两个：

（1）这杆称自身结构上有问题，用它称东西总是倾向于偏高或总是倾

向于偏低，这属于系系系统统统误误误差差差；

（2）另一种误差是随机误差，由不可控制的因素产生，如温度、湿度

和工作人员心理波动等影响造成的，这属于随随随机机机误误误差差差。

无偏性相当于要求无系统性误差。而随机误差总是存在的，大量重复使

用无偏估计量，误差有时为正，有时为负。但是，随机误差可以在大量

重复使用中正负相抵消。
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3.1.3 点估计的优良性准则

（b）无无无偏偏偏性性性的的的另另另一一一个个个含含含义义义是：要求估计量大量重复使用，在多次重复

使用下给出接近真值g(θ)的估计（大样本性质）。

设想这样一种情况：每天抽样对g(θ)进行估计，第i天的样本

为X(i) = (X
(i)
1 , · · · , X(i)

n )，估计值为ĝ(X(i))，一共作了m天。

设X(1), · · · ,X(m)是独立同分布的样本，如ĝ(X)有无偏性，按大数定律

有

P

(
lim

m→∞

1

m

m∑
i=1

ĝ(X(i)) = g(θ)

)
= 1.
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3.1.3 点估计的优良性准则

也就是说，尽管一次估计结果ĝ(X(i))不一定恰好等于g(θ)，但在大量重

复使用时，多次估计的算术平均值，可以任意接近g(θ)。

如果这一估计量ĝ(X)只使用一次，无偏性这个概念就失去意义。
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3.1.3 点估计的优良性准则

不妨设想一个例子。某工厂生产一种产品，从长期来看废品率稳定

在p0上。设商店每日从该工厂进货一批，每批N件，每件单价a元。

双方议定：若某日抽样中p0的估计值为p̂，则商店付给工

厂N(1− p̂)a元。

这时，就一日的情况而言，p̂相对p0可能偏高，也可能偏低，因而有一

方要吃一点亏。
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3.1.3 点估计的优良性准则

但从长远看，若p̂为p0的无偏估计，则平均来说哪一方也不吃亏。

无偏性保证从长远来看是公平的。如果应用中这种经常的重复使用性不

存在，无偏性也就失去意义。
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3.1.3 点估计的优良性准则

例 (3.1.2)

设X1, . . . , Xn是取自期望为µ，方差为σ2的总体的一个简单样本。显然

样本均值X̄是µ的无偏估计。证明样本方差

S2 =

n∑
i=1

(Xi − X̄)/(n− 1)

是σ2的无偏估计。
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3.1.3 点估计的优良性准则

证证证

由题知，E(X1) = E(X̄) = µ，V ar(X1) = σ2，

V ar(X̄) = V ar

 n∑
i=1

Xi

n

 =
V ar(

n∑
i=1

Xi)

n2 = V ar(X1)
n = σ2

n，所以有

E(S2) =E

(
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

)
=

1

n− 1
E

(
n∑

i=1

X2
i − nX̄2

)

=
1

n− 1

(
n∑

i=1

E(X2
i )− nE(X̄2)

)
=

1

n− 1

(
nE(X2

1 )− nE(X̄2)
)
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3.1.3 点估计的优良性准则

=
n

n− 1

[
(V ar(X1) + (EX1)

2)− (V ar(X̄) + (EX̄)2)
]

=

n

n− 1
[(σ2 + µ2)− (σ2/n+ µ2)] = σ2.

故样本方差S2是σ2的无偏估计。 □
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3.1.3 点估计的优良性准则

2. 有效性

在应用中，同一个参数的无偏估计常常不止一个，那么选用哪一个无偏

估计更好呢？

为了解决好这一问题，就要讨论估计量的有效性。

设θ̂1和θ̂2为θ的两个无偏估计，由无偏性可知它们的一阶原点矩相等，

比较它们的二阶中心距——方差，方差越小越好。
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3.1.3 点估计的优良性准则

例如，到商店购买电视机，看中了其中的两种品牌，它们分别由甲、乙

两厂生产，外观、音质和画面都不错。

根据市场调查，甲、乙两厂生产的这两种电视机平均使用寿命相同，都

是20年。

甲厂生产的电视机质量较稳定，最低使用寿命有18年，最高可使

用22年；而乙厂生产的电视机稳定性要差一些，最差的使用10年就坏

了，但最好的可使用30年。

应该购买哪一个厂家生产的电视机呢？
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3.1.3 点估计的优良性准则

若将电视机的使用寿命视为随机变量，甲、乙两厂生产的电视机使用寿

命的均值相等，但乙厂的质量不稳定，即方差较大。

从稳健的角度出发，显然愿意购买甲厂生产的电视机，其风险较小，即

方差较小，质量稳定。
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3.1.3 点估计的优良性准则

定义 (3.1.3（有效性）)

设ĝ1(X) = ĝ1(X1, . . . , Xn)和ĝ2(X) = ĝ2(X1, . . . , Xn)为g(θ)的两个不

同无偏估计量，若

V arθ(ĝ1(X)) ≤ V arθ(ĝ2(X)), 一切θ ∈ Θ,

且至少存在一个θ ∈ Θ，使得严格不等号成立，则称估计

量ĝ1(X)比ĝ2(X)有效。
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3.1.3 点估计的优良性准则

从这个定义出发可以看出，在均值相等的条件下，方差越小的估计量越

有效。

例如，X1, . . . , Xn是取自总体F的一个简单样本，设总体均值µ和总体方

差σ2都存在，则θ̂1 = X1和θ̂2 = X̄都是总体均值µ的无偏估计量，它们的

方差分别是

V ar(θ̂1) = σ2, V ar(θ̂2) =
1

n
σ2.

后者方差更小，可见X̄比X1更有效。且n越大，X̄对µ的估计就越有效。

这就是在物体的称重问题中，为什么要将物体称n次，用其平均值作为

物重的理由。
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3.1.3 点估计的优良性准则

3. 相合性

大量实践表明，随着样本容量n的增加，估计

量ĝ(X) = ĝ(X1, . . . , Xn)与被估计参数g(θ)的偏差越来越小，这是一个

良好估计量应具有的性质。

试想，若不然，无论做多少次试验，也不能把g(θ)估计到任意指定的精

确程度，这样的估计量显然是不可取的。
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3.1.3 点估计的优良性准则

定义 (3.1.4（相合性）)

设对每个自然数n，ĝn(X) = ĝn(X1, . . . , Xn)是g(θ)一个估计量，

若ĝn(X)依概率收敛到g(θ)，即对任何θ ∈ Θ及ϵ > 0有

lim
n→∞

Pθ(|ĝn(X)− g(θ)| ≥ ϵ) = 0,

则称ĝn(X)为g(θ)的弱相合估计。
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3.1.3 点估计的优良性准则

定义 (3.1.4（相合性）续)

若对任何θ ∈ Θ有

Pθ

(
lim
n→∞

ĝn(X) = g(θ)
)
= 1,

则称ĝn(X)为g(θ)的强相合估计。
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3.1.3 点估计的优良性准则

定义 (3.1.4（相合性）续)

若r > 0和对任何θ ∈ Θ，有

lim
n→∞

Eθ|ĝn(X)− g(θ)|r = 0,

则称ĝn(X)为g(θ)的r阶矩相合估计。当r = 2时称为均方相合估计。
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3.1.3 点估计的优良性准则

估计量的相合性是对大样本问题提出的要求，是估计量的一种大样本性

质。

由概率论中关于这几种收敛性的关系，可知上述三种相合性有如下关

系：

（1）强相合⇒弱相合，反之不必对；

（2）对任何r > 0有：r阶矩相合⇒弱相合，反之不必对；

（3）强相合与r阶矩相合之间没有包含关系。
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3.1.3 点估计的优良性准则

例 (3.1.3)

设X = (X1, . . . , Xn)为从均匀分布U(0, θ)中抽取的简单样本，θ为未知

参数。证明T (X) = (
∏n

i=1Xi)
1/n是g(θ) = θe−1的强相合估计。

证证证

已知Xi独立同分布于均匀分布U(0, θ)，则Xi的密度函数为

f(x; θ) =
1

θ
I{x<θ}.
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3.1.3 点估计的优良性准则

令Yi = lnXi，i = 1, . . . , n，则Xi = eYi，|J | =
∣∣∣∂xi
∂yi

∣∣∣ = eyi，

且Y1, . . . , Yn相互独立，具有下列共同的分布

f(y; θ) =
1

θ
|J |I(−∞,ln θ)(y) =

1

θ
eyI(−∞,ln θ)(y).

Yi的期望为

E(Y1) =
1

θ

∫ ln θ

−∞
yeydy =

1

θ

[
yey|ln θ

−∞ −
∫ ln θ

−∞
eydy

]
= ln θ − 1.
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3.1.3 点估计的优良性准则

故由Kolmogorov强大数定律可知

lnT (X) =
1

n

n∑
i=1

lnXi =
1

n

n∑
i=1

Yi = Ȳ
a.s.−→ E(Y1) = ln θ − 1.

因此有

T (X) = eȲ
a.s.−→ eln θ−1 = θ × e−1.

所以T (X) = (
∏n

i=1Xi)
1/n是g(θ) = θe−1的强相合估计。 □
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3.2.1 矩法和矩估计量

设X1, . . . , Xn是从总体F中抽取的简单样本。这时，样本矩可用来估计

总体F相应的总体矩。

即样本k阶原点矩

ank =
1

n

n∑
i=1

Xk
i , k = 1, 2, . . .

是总体k阶原点矩

ak = E(Xk)

的“自然”的矩估计量。
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3.2.1 矩法和矩估计量

特别的，总体均值

a1 = E(X)

的“自然”的矩估计量是样本均值

an1 = X̄.
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3.2.1 矩法和矩估计量

样本k阶中心距

mnk =
1

n

k∑
i=1

(Xi − X̄)k, k = 2, 3, . . .

是总体k阶中心矩

µk = E[X − E(X)]k

的“自然”的矩估计量。
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3.2.1 矩法和矩估计量

特别的，总体方差

µ2 = E[X − E(X)]2

的“自然”的矩估计量是样本二阶中心矩

mn2 = S2
n =

n∑
i=1

(Xi − X̄)2/n,

它与样本方差S2 =
∑n

i=1(Xi−X̄)2

n−1 只差一个常数因子。
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3.2.1 矩法和矩估计量

用ank，mnk分别估计αk和µk是一种基于直观的方法，它的依据

是ank是αk的无偏估计，即

E(ank) =
1

n

n∑
i=1

E(Xk
i ) =

1

n

n∑
i=1

αk = αk.

但mnk一般不是µk的无偏估计。

当样本大小n较大时，偏差不显著，且必要时可作一些修正，使之成为

无偏估计。
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3.2.1 矩法和矩估计量

例 (3.2.1)

设µ2 = σ2是总体X的方差，令X1, . . . , Xn i.i.d. ∼ X，则S2
n = mn2不

是σ2的无偏估计。

证证证

由例3.1.2可知

E(S2
n) =E

(
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

)
=

n− 1

n
E

(
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

)

=
n− 1

n
E(S2) =

n− 1

n
σ2.
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3.2.1 矩法和矩估计量

因而mn2不是σ2的无偏估计，且是系统性地偏低。将其修正，只需用

m∗
n2 =

n

n− 1
mn2 =

n

n− 1
S2
n =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2 = S2

代替mn2，就得到E(m∗
n2) = E(S2) = σ2，即S2为总体方差的无偏估计。

□
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3.2.1 矩法和矩估计量

一般的，样本的k阶中心矩可以用样本的原点矩表示（令an0 = 1）。

mnk =
1

n

n∑
i=1

(Xi − an1)
k

=
1

n

n∑
i=1

k∑
r=0

(
k

r

)
Xr

i (−1)k−rak−r
n1

=
k∑

r=0

(−1)k−r

(
k

r

) 1

n

n∑
i=1

Xr
i

::::::::

 ak−r
n1

=

k∑
r=0

(−1)k−r

(
k

r

)
anr
:::

ak−r
n1 .

(1)

□
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3.2.1 矩法和矩估计量

定义 (3.2.1（矩估计）)

设有总体分布族{f(x, θ), θ ∈ Θ}，Θ是参数空间，g(θ)是定义在Θ上参

数θ的函数，它可以表示为总体分布的某些矩的函数，即

g(θ) = G(α1, α2, . . . , αk;µ2, · · · , µs). (2)

设X = (X1, . . . , Xn)是从上述分布族中抽取的简单样本，将式（2）中

的αi和µj分别用它们“自然”矩估计量ani和mnj代替，
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3.2.1 矩法和矩估计量

定义 (3.2.1（矩估计）续)

得

ĝ(X) = G(an1, . . . , ank;mn2, . . . ,mns), (3)

则ĝ(X)作为g(θ)的估计量，称为g(θ)的矩估计量。这种求矩估计量的方

法称为矩法。
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3.2.2 若干例子

例 (3.2.2)

设总体X服从具有成功概率为θ的两点分布B(1, θ)。

X = (X1, . . . , Xn)是从总体X中抽取的简单样本，

求g1(θ) = θ和g2(θ) = θ(1− θ)的矩估计量。

解解解

由于X ∼ B(1, θ)，则有P (X = x) = θx(1− θ)1−x, x = 0, 1。

故E(X) = α1 = θ，所以按定义g1(θ) = α1的矩估计量为

ĝ1(X1, . . . , Xn) = θ̂(X1, . . . , Xn) = X̄;
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3.2.2 若干例子

按定义g2(θ) = α1(1− α1)的矩估计量为

ĝ(X1, . . . , Xn) = X̄(1− X̄).

□
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3.2.2 若干例子

按定义g2(θ) = α1(1− α1)的矩估计量为

ĝ(X1, . . . , Xn) = X̄(1− X̄).

□
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3.2.2 若干例子

例 (3.2.3)

设总体X服从均匀分布U(θ1, θ2)，X = (X1, . . . , Xn)为从总体X中抽取

的简单样本，令θ = (θ1, θ2)，其中−∞ < θ1 < θ2 < ∞。求θ1和θ2的矩

估计量。

解解解

由于X ∼ U(θ1, θ2)，由均匀分布的性质可知

E(X) = α1 = (θ1 + θ2)/2,

V ar(X) = µ2 = (θ2 − θ1)
2/12.
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3.2.2 若干例子

解此方程组得

θ1 = α1 −
√
3µ2,

θ2 = α1 +
√
3µ2.

将上式中α1和µ2分别用X̄和mn2代入得

θ̂1(X1, . . . , Xn) = X̄ −
√
3mn2 = X̄ −

√
3Sn,

θ̂2(X1, . . . , Xn) = X̄ +
√
3Sn,

其中S2
n = mn2（亦可以用S代替Sn）。 □
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3.2.2 若干例子

例 (3.2.4)

设总体X有概率密度

f(x, θ) =

 2
√

θ
π exp{−θx2}, x > 0,

0, x ≤ 0,

其中θ > 0为未知参数。这个分布称为Maxwell分布，在气体分子动力学

中有应用。设X = (X1, . . . , Xn)为抽自此总体的简单样本，

求g(θ) = 1/θ的矩估计量。
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3.2.2 若干例子

解解解

由于X ∼ f(x; θ)，由方程

α1 = E(X) = 2

√
θ

π

∫ ∞

0
xe−θx2

dx =
1√
πθ

,

解得g(θ) = 1/θ = πα2
1。将α1用X̄代替，得

ĝ1(X) = πX̄2.
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3.2.2 若干例子

另一方面，由另一方程

α2 = Eθ(X
2) = 2

√
θ

π

∫ ∞

0
x2e−θx2

dx =
1

2θ
,

解得g(θ) = 1/θ = 2α2。将α2用an2 =
n∑

i=1
X2

i /n代入，得g(θ)的矩估计

ĝ2(X) = 2an2 =
2

n

n∑
i=1

X2
i .

□
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3.2.2 若干例子

由例3.2.4可得到g(θ) = 1/θ的矩估计有两个：

矩估计1：ĝ1(X) = πX̄2。

矩估计2：ĝ2(X) = 2
n

∑n
i=1X

2
i。

由此可见矩估计不唯一。

这两个矩估计量ĝ1(X)和ĝ2(X)中哪一个更好？
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这两个矩估计量ĝ1(X)和ĝ2(X)中哪一个更好？

数理统计 2026 年 4 月 8 日 56 / 81



3.2.2 若干例子

可以证明基于an2的估计量ĝ2(X)，在g(θ)一切无偏估计类中是方差最小

者。基于an1的估计ĝ1(X)不是g(θ)的无偏估计。

证明如下：

矩估计量ĝ2(X) = 2
n

n∑
i=1

X2
i的期望为

E(ĝ2(X)) =E

(
2

n

n∑
i=1

X2
i

)

=
2

n
nE(X2) =

2

n

n

2θ
=

1

θ
= g(θ).

故ĝ2(X)是g(θ)的无偏估计。
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故ĝ2(X)是g(θ)的无偏估计。

数理统计 2026 年 4 月 8 日 57 / 81



3.2.2 若干例子
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者。基于an1的估计ĝ1(X)不是g(θ)的无偏估计。

证明如下：
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3.2.2 若干例子

Fisher信息为

I1(θ) =− E

(
∂2 ln f(x; θ)

∂θ2

)
= −E

(
∂2 ln[

√
θ exp{−θX2}]
∂θ2

)

= − E

(
∂2 1

2 ln θ − θX2

∂θ2

)
= −E

(
∂ 1
2θ −X2

∂θ

)
= − E(− 1

2θ2
) =

1

2θ2
.
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3.2.2 若干例子

则C-R下界为

[g′(θ)]2

nI1(θ)
=

(− 1
θ2
)2

n 1
2θ2

=
1
θ4

n 1
2θ2

=
2θ2

nθ4
=

2

nθ2
.
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3.2.2 若干例子

其方差为

V ar(ĝ2(X)) =V ar(
2

n

n∑
i=1

X2
i ) =

4

n2

n∑
i=1

V arX2
i

=
4

n2

n∑
i=1

[EX4
i − (EX2

i )
2]

=
4

n2

n∑
i=1

[∫ ∞

0
2

√
θ

π
x4e−θx2

dx−
(

1

2θ

)2
]

=
4

n2

n∑
i=1

[∫ ∞

0
− 1√

πθ
x3de−θx2 −

(
1

2θ

)2
]
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3.2.2 若干例子

=
4

n2

n∑
i=1

[
− 1√

πθ
x3e−θx2 |∞0 +

∫ ∞

0

1√
πθ

3x2e−θx2
dx−

(
1

2θ

)2
]

=
4

n2

n∑
i=1

[∫ ∞

0
− 3

2
√
πθ3/2

de−θx2 −
(

1

2θ

)2
]

=

4

n2

n∑
i=1

[
− 3

2
√
πθ3/2

xe−θx2 |∞0 +

∫ ∞

0

3

2
√
πθ3/2

e−θx2
dx−

(
1

2θ

)2
]

=
4

n2

n∑
i=1

[∫ ∞

0

3

2θ2
1√

2π 1√
2θ

exp{− x2

2(1/
√
2θ)2

}dx−
(

1

2θ

)2
]
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3.2.2 若干例子

=
4

n2

n∑
i=1

[
− 1√

πθ
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2
√
πθ3/2
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1
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=
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− 3

2
√
πθ3/2

xe−θx2 |∞0 +
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3

2
√
πθ3/2

e−θx2
dx−

(
1

2θ

)2
]

=
4

n2

n∑
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0

3

2θ2
1√

2π 1√
2θ
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√
2θ)2
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3.2.2 若干例子

=
4

n2

n∑
i=1

[
3

2θ2
× 1

2
=

3

4θ2
−
(

1

2θ

)2
]
=

4

n2

[
3n

4θ2
− n

4θ2

]
=

2

nθ2
.

故矩估计量ĝ2(X) = 2
n

n∑
i=1

X2
i是g(θ) = 1/θ的无偏估计且达到了C-R下

界，是一致最小方差无偏估计（UMVUE）。
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3.2.2 若干例子

矩估计量ĝ1(X)的期望为

E(ĝ1(X)) =E(πX̄2) = π[V ar(X̄) + (EX̄)2]

=

π

V ar


n∑

i=1
Xi

n

+ (EX̄)2



= π


n∑

i=1
V ar(Xi)

n2
+ (EX)2

 = π

(
V ar(Xi)

n
+ (EX)2

)
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3.2.2 若干例子

=π

(
1
2θ −

1
πθ

n
+

1

πθ

)
=

π

2θn
− 1

θn
+

1

θ
̸= g(θ) =

1

θ

故矩估计量ĝ2(X)不是g(θ)的无偏估计。 □
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3.2.2 若干例子

例 (3.2.5)

设X1, . . . , Xn为从总体X中抽取的i.i.d.样本，求总体X的变异系数、偏

度和峰度

ν =

√
µ2

α1
, β1 =

µ3

µ
3/2
2

, β2 =
µ4

µ2
2

− 3

的矩估计量。
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3.2.2 若干例子

解解解

将上述表达式中的α1, µ2, µ3和µ4分别用它们的矩估

计an1, mn2, mn3和mn4代替，得到ν, β1, β2的矩估计，也称为样本变异

系数、样本偏度和样本峰度，它们的表达式分别为

ν̂(X1, . . . , Xn) =

√
mn2

an1
,

β̂1(X1, . . . , Xn) =
mn3

m
3/2
n2

,

β̂2(X1, . . . , Xn) =
mn4

m2
n2

− 3.

□
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3.2.2 若干例子

例 (3.2.6)

设总体X有概率密度

f(x,θ) =


θ2

Γ((1+θ1)/θ2)
xθ1 exp{−xθ2}, x > 0,

0, x ≤ 0,

参数θ = (θ1, θ2)的变化范围是−1 < θ1 < ∞，θ2 > 0。

设X = (X1, X2, . . . , Xn)为抽自此总体的简单样本，求θ1和θ2的矩估计

量。
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3.2.2 若干例子

解解解 由伽马函数可知Γ(s) =
∫∞
0 xs−1e−xdx, x > 0，经计算可得总体X的

一阶原点矩

α1 =

∫ ∞

0
xf(x;θ)dx =

∫ ∞

0
x

θ2
Γ((1 + θ1)/θ2)

xθ1 exp{−xθ2}dx

xθ2=t
=

∫ ∞

0

θ2

Γ(1+θ1
θ2

)
t
θ1+1
θ2 exp{−t} 1

θ2
t

1
θ2

−1
dt

=

∫ ∞

0

1

Γ(1+θ1
θ2

)
t
θ1+2
θ2

−1
exp{−t}dt

= Γ

(
2 + θ1
θ2

)
/Γ

(
1 + θ1
θ2

)
(4)
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(4)
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3.2.2 若干例子

解解解 由伽马函数可知Γ(s) =
∫∞
0 xs−1e−xdx, x > 0，经计算可得总体X的

一阶原点矩

α1 =

∫ ∞

0
xf(x;θ)dx =

∫ ∞

0
x

θ2
Γ((1 + θ1)/θ2)

xθ1 exp{−xθ2}dx

xθ2=t
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∫ ∞
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θ2
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3.2.2 若干例子

同理可得总体X的二阶原点矩为

α2 =Γ

(
3 + θ1
θ2

)
/Γ

(
1 + θ1
θ2

)
.

按矩估计方法，用an1和an2分别代替式（4）和式（5）中的α1和α2，

用θ̂1和θ̂2分别代替θ1和θ2，得到如下的方程组：

an1 =Γ

(
2 + θ̂1

θ̂2

)
/Γ

(
1 + θ̂1

θ̂2

)
,

an2 =Γ

(
3 + θ̂1

θ̂2

)
/Γ

(
1 + θ̂1

θ̂2

)
.
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3.2.2 若干例子

其解就是θ1和θ2的矩估计。但此处得不出θ̂1和θ̂2的简单解析表达式，而

只能用数值方法。 □

此例说明不是所有的矩估计都有解析表达式。
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3.2.2 若干例子

例 (3.2.7)

设(Xi, Yi), i = 1, 2, . . . , n为从一个二维总体中抽取的简单样本，求总体

分布的协方差σ12和相关系数ρ的矩估计。

解解解

总体分布的协方差σ12 = E(X − E(X))(Y − E(Y ))的矩估计量为样本协

方差

m12 =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)(Yi − Ȳ ),

其中X̄ =

n∑
i=1

Xi

n ，Ȳ =

n∑
i=1

Yi

n 。
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3.2.2 若干例子

ρ = Cov(X,Y )
SD(X)SD(Y )的矩估计量是样本相关系数，它的矩估计量为

r =
m12√

mn2,xmn2,y
=

n∑
i=1

(Xi−X̄)(Yi−Ȳ )

n√
n∑

i=1
(Xi−X̄)2

n

n∑
i=1

(Yi−Ȳ )2

n

=

n∑
i=1

(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )√
n∑

i=1
(Xi − X̄)2

n∑
i=1

(Yi − Ȳ )2

=

n∑
i=1

(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )√
Q2

1 ·Q2
2

,

此处Q2
1 =

n∑
i=1

(Xi − X̄)2，Q2
2 =

n∑
i=1

(Yi − Ȳ )2。 □
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=

n∑
i=1

(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )√
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3.2.2 若干例子

例 (3.2.8)

在第二次世界大战期间，德军的豹式坦克给盟军造成了很大的损失。估

计德军拥有该坦克的数量对确保诺曼底登录的成功非常重要。

对此具体有两种可供选择的做法：第一种做法是使用传统的情报手段；

第二种做法是使用统计学方法来进行估计。
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3.2.2 若干例子

例 (3.2.8（续）)

盟军最初通过传统情报手段得出的结论是从1940年6月到1942年9月期间

每月生产1400辆坦克。

但这个数字显然与事实不符。因为在长达8个月的斯大林格勒战役中，

德、奥、意使用了1200辆坦克，也就是说1400的数字高得离谱。

最终盟军找到了关键线索：序列号。
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3.2.2 若干例子

例 (3.2.8（续）)

盟军发现每辆被俘坦克上都有一个独一无二的序列号，这些序列号主要

是变速箱的号码。

通过仔细观测，他们发现从这些序列号可以推算出坦克的生产量。

假设坦克是按从1到N顺序产生的，那么如何使用统计方法估算坦克总数

呢？
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3.2.2 若干例子

解解解 在这个问题中，我们观测到k辆坦克。直观上可以使用观测到的最大

序列号m来估计N。

在N辆坦克中随机抽查k辆，记观测到最大序列号为X(k)，

则{X(k) = m}的概率为

P (X(k) = m) =

(
m− 1

k − 1

)
/

(
N

k

)
.

给定总数N和样本量k，利用
N∑

m=k

(
m
k

)
=
(
N+1
k+1

)
，
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3.2.2 若干例子

则

E[X(k)] =

N∑
m=k

mP (X(k) = m)

=

N∑
m=k

m

(
m− 1

k − 1

)
/

(
N

k

)
=

k(N + 1)

k + 1
= µ.

因此，可以得到

N = µ(1 + k−1)− 1.
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3.2.2 若干例子

于是，由矩估计方法，采用X̄(k) = X(k)代替上式中的µ，得到N的矩估

计量为

N̂ = X(k)(1 + k−1)− 1 = m(1 + k−1)− 1.
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3.2.2 若干例子

经计算

E(X2
(k)) =

k2(N + 1)2 +N(N + 1)k

(k + 2)(k + 1)
,

V ar(X2
(k)) =E(X2

(k))− [E(X(k))]
2

=
(N + 1)k(N − k)

(k + 2)(k + 1)2
.
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3.2.2 若干例子

矩估计N̂的方差为

V ar(N̂) =(1 + k−1)2V ar(X(k))

=
1

k

(N − k)(N + 1)

k + 2

≈N2

k2
, 当k ≪ N时.

从而其标准差约为N/k。
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3.2.2 若干例子

盟军使用上述统计方法来确定坦克的生产速度，得到结论：

1940年夏天到1942年秋天，德军每月生产坦克246辆。

而根据第二次世界大战后德军内部数据，德军坦克实际每月产量

为245辆，只比估计值少一辆。 □
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