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1.3.1 统计量的定义

定义 (1.3.1（统计量）)

由样本算出的量称为统计量（statistics）。或者说，统计量是样本的函

数。

（1）统计量只与样本有关，不能与未知参数有关。

例如，X ∼ N(a, σ2)，X1, . . . , Xn是从总体X中抽取的i.i.d.样本，

则
∑n

i=1Xi和
∑n

i=1X
2
i都是统计量，当a和σ2皆为未知参数时，∑n

i=1(Xi − a)和
∑n

i=1
X2

i
σ2都不是统计量。
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1.3.1 统计量的定义

（2）由于样本具有两重性，它既可以看成具体的数，又可以看成随机

变量（或随机向量）；统计量是样本的函数，因此统计量也具有两重性。

正因为统计量可视为随机变量（或随机向量），才有概率分布可言，这

是利用统计量进行统计推断的依据。

（3）在什么问题中选用什么统计量，要看问题的性质。一般来说，所

提出的统计量应是最好地集中了样本中与所讨论问题有关的信息，这不

是容易做到的。通常是从直观或一般性准则出发提出统计量，再考察它

是否再某种意义下较好地集中了样本中所讨论问题有关的信息。
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1.3.2 若干常用的统计量

1. 样本均值

设X1, . . . , Xn是从某总体X中抽取的样本，则称

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi

为样本均值（sample mean）。它反映了总体均值的信息。
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1.3.2 若干常用的统计量

2. 样本方差

设X1, . . . , Xn是从某总体X中抽取的样本，则称

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

为样本方差（sample variance）。它反映了总体方差的信息，而S称为样

本标准差，它反映了总体标准差的信息。
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1.3.2 若干常用的统计量

一些教科书上也采用

S2
n =

1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

作为样本方差的定义。

用S2定义样本方差的好处是E(S2) = σ2 = D(X)（参看例3.1.1），其

中n− 1称为其自由度。
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1.3.2 若干常用的统计量

样本均值和样本方差是两个最常用的统计量，它们具有如下三个性质：

（1）
∑n

i=1(Xi − X̄) = 0.

（2）设非零实数a和b为常数，作变换Yi = aXi + b，i = 1, 2, . . . , n，

则Y1, . . . , Yn的样本均值Ȳ = aX̄ + b，其样本方差S2
Y = a2S2

X，其

中S2
X和S2

Y分别表示X1, . . . , Xn和Y1, . . . , Yn的样本方差。

这个性质表明：改变度量的原点与单位，上述公式给出了新旧度量系统

中样本均值和样本方差之间的关系。利用这个公式可以简化样本方差的

计算。
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1.3.2 若干常用的统计量

（3）对于任何常数c，有

n∑
i=1

(Xi − c)2 ≥
n∑

i=1

(Xi − X̄)2,

且等号只在c = X̄时成立。

这个性质表明，在偏差平方和最小的准则下，用总体均值a的n次测量值

的算数平均值估计a是最好的。
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1.3.2 若干常用的统计量

3. 样本矩

设X1, . . . , Xn为从总体F中抽取的样本，则称

an,k =
1

n

n∑
i=1

Xk
i , k = 1, 2, . . .

为样本k阶原点矩。

特别地，当k = 1时，an,1 = X̄，即样本均值。
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1.3.2 若干常用的统计量

称

mn,k =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)k, k = 2, 3, . . .

为样本k阶中心距。

特别地，当k = 2时，mn,2 =
(n−1)S2

n 。

样本的原点矩和中心矩统称为样本矩（sample moments）。

数理统计 2026 年 3 月 11 日 11 / 78



1.3.2 若干常用的统计量

称

mn,k =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)k, k = 2, 3, . . .

为样本k阶中心距。

特别地，当k = 2时，mn,2 =
(n−1)S2

n 。

样本的原点矩和中心矩统称为样本矩（sample moments）。

数理统计 2026 年 3 月 11 日 11 / 78



1.3.2 若干常用的统计量

称

mn,k =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)k, k = 2, 3, . . .

为样本k阶中心距。

特别地，当k = 2时，mn,2 =
(n−1)S2

n 。

样本的原点矩和中心矩统称为样本矩（sample moments）。

数理统计 2026 年 3 月 11 日 11 / 78



1.3.2 若干常用的统计量

4. 二维随机向量的样本矩

设(X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)为从二维总体F (x, y)中抽取的样本，则

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi, S
2
X =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2,

Ȳ =
1

n

n∑
i=1

Yi, S
2
Y =

1

n− 1

n∑
i=1

(Yi − Ȳ )2,

SXY =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )

分别称为X和Y的样本均值、样本方差及X和Y的样本协方差（sample

covariance）。
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1.3.2 若干常用的统计量

称

r =

n∑
i=1

(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )/
√
[(n− 1)S2

X ]× [(n− 1)S2
Y ]

为样本相关系数（sample correlation coefficient）。
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1.3.2 若干常用的统计量

5. 次序统计量及其有关统计量

设X1, . . . , Xn为从总体F中抽取的样本，将其按大小排列

为X(1) ≤ X(2) ≤ · · · ≤ X(n)，则(X(1), X(2), . . . , X(n))称为样

本(X1, . . . , Xn)的次序统计量（order statistics）。

(X(1), . . . , X(n))的任一部分也称为次序统计量。
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1.3.2 若干常用的统计量

（1）样本中位数：

m 1
2
=

 X((n+1)/2), n为奇数

1
2 [X(n/2) +X(n/2+1)], n为偶数

称为样本中位数（sample median），它反映总体中位数的信息。

当总体分布关于某点对称时，对称中心既是总体中位数，又是总体均

值。此时m1/2也反映总体均值的信息。
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1.3.2 若干常用的统计量

（2）极值：X(1)和X(n)称为样本的极小值和极大值，它们统称为样本极

值（extremum of sample）。

极值统计量在关于灾害问题和材料试验的统计分析中是常用的统计量。
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1.3.2 若干常用的统计量

（3）样本p分位数（0 < p < 1）可定义为

X(m) =

 X[np+1], np为非整数

1
2(X[np] +X[np+1]), np为整数.

此处[a]表示实数a的整数部分。

样本p分位数（sample p-fractile）反映了总体p分位数信息。
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1.3.2 若干常用的统计量

样本的p分位数给定的方式也有多种。

若设xp为分布F（密度函数为f）的下侧p分位数，则需满足

F (xp) =

∫ xp

−∞
f(x)dx = p, p ∈ (0, 1).

若设x′p为分布F（密度函数为f）的上侧p分位数，则需满足

1− F (x′p) =

∫ ∞

x′
p

f(x)dx = p, p ∈ (0, 1).

数理统计 2026 年 3 月 11 日 18 / 78



1.3.2 若干常用的统计量

样本的p分位数给定的方式也有多种。

若设xp为分布F（密度函数为f）的下侧p分位数，则需满足

F (xp) =

∫ xp

−∞
f(x)dx = p, p ∈ (0, 1).

若设x′p为分布F（密度函数为f）的上侧p分位数，则需满足

1− F (x′p) =

∫ ∞

x′
p

f(x)dx = p, p ∈ (0, 1).

数理统计 2026 年 3 月 11 日 18 / 78



1.3.2 若干常用的统计量

样本的p分位数给定的方式也有多种。

若设xp为分布F（密度函数为f）的下侧p分位数，则需满足

F (xp) =

∫ xp

−∞
f(x)dx = p, p ∈ (0, 1).

若设x′p为分布F（密度函数为f）的上侧p分位数，则需满足

1− F (x′p) =

∫ ∞

x′
p

f(x)dx = p, p ∈ (0, 1).

数理统计 2026 年 3 月 11 日 18 / 78



1.3.2 若干常用的统计量

样本的p分位数给定的方式也有多种。

若设xp为分布F（密度函数为f）的下侧p分位数，则需满足

F (xp) =

∫ xp

−∞
f(x)dx = p, p ∈ (0, 1).

若设x′p为分布F（密度函数为f）的上侧p分位数，则需满足

1− F (x′p) =

∫ ∞

x′
p

f(x)dx = p, p ∈ (0, 1).

数理统计 2026 年 3 月 11 日 18 / 78



1.3.2 若干常用的统计量

样本的p分位数给定的方式也有多种。

若设xp为分布F（密度函数为f）的下侧p分位数，则需满足

F (xp) =

∫ xp

−∞
f(x)dx = p, p ∈ (0, 1).

若设x′p为分布F（密度函数为f）的上侧p分位数，则需满足

1− F (x′p) =

∫ ∞

x′
p

f(x)dx = p, p ∈ (0, 1).

数理统计 2026 年 3 月 11 日 18 / 78



1.3.2 若干常用的统计量

还有一种比较常见的样本的p分位数的定义是

xp = inf{x : Fn(x) ≥ p}.

这里Fn(x) =
1
nI{Xi≤x}是样本的经验分布函数。
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1.3.2 若干常用的统计量

（4）样本极差：R = X(n) −X(1)称为样本极差（sample range），它是

反映总体分布散布程度的信息。

数理统计 2026 年 3 月 11 日 20 / 78



1.3.2 若干常用的统计量

方差（或标准差）反映了随机变量取值的波动程度，但在比较两个随机

变量的波动大小时，如果仅看方差（或标准差）的大小有时会产生不合

理的现象。

这里有两个原因：（1）随机变量的取值有量纲，不同量纲的随机变量用

其方差（标准差）去比较它们的波动大小不太合理。

（2）在取值的量纲相同的情况下，取值的大小有一个相对性的问题，

取值较大的随机变量的方差（标准差）也允许大一些。
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1.3.2 若干常用的统计量

6. 样本变异系数

设X1, . . . , Xn为从总体F中抽取的样本，则称

ν̂ =
Sn

X̄
.

为样本变异系数（sample coefficient of variation）。

它反映了总体变异系数的信息。

总体变异系数的定义是ν =

√
V ar(X)

E(X) ，它是衡量总体分布散布程度的量，

但这散布程度是以总体均值为单位来度量。
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1.3.2 若干常用的统计量

因为变异系数的分母是以其数学期望为单位去度量随机变量取值波动程

度的特征数，而标准差的量纲与数学期望的量纲是一致的，所以变异系

数是一个无量纲的量，从而消除量纲对波动的影响。
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1.3.2 若干常用的统计量

假设比较X和Y的波动，已知X和Y的单位是相同的，且

E(X) = 10, V ar(X) = 1

E(Y ) = 1, V ar(Y ) = 0.04

比较X和Y的方差，可以认为Y的波动小吗？

若直接比较方差大小，V ar(X) > V ar(Y )，认为X波动大。

若比较变异系数，νX =

√
V ar(X)

E(X) = 1
10 = 0.1，

νY =

√
V ar(Y )

E(Y ) =
√
0.04
1 = 0.2，说明Y比X的波动程度大。√
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1.3.2 若干常用的统计量

7. 样本偏度

设X1, . . . , Xn为从总体F中抽取的样本，则称

β̂1 =
mn,3

m
3/2
n,2

=
√
n

n∑
i=1

(Xi − X̄)3/(
n∑

i=1

(Xi − X̄))3/2

为样本偏度（sample skewness）。 它反映了总体偏度的信息。
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1.3.2 若干常用的统计量

总体偏度的定义是β1 = µ3/µ
3/2
2 ，此处µi (i = 2, 3)是总体的i阶中心距。

β1是反映总体分布的非对称性或“偏倚性”的一种度量。

当β1 > 0，总体分布右偏（正偏）；

当β1 = 0时，总体分布无偏（对称）；

当β1 < 0时，总体分布左偏（负偏）。

正态分布N(a, σ2)的偏度为零。
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1.3.2 若干常用的统计量

8. 样本峰度

设X1, . . . , Xn为从总体F中抽取的样本，则称

β̂2 =
mn,4

m2
n,2

− 3 = n

n∑
i=1

(Xi − X̄)4/(

n∑
i=1

(Xi − X̄)2)2 − 3

为样本峰度（sample kurtosis）。 它反映了总体峰度的信息。
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1.3.2 若干常用的统计量

总体峰度的定义是β2 = µ4/µ
2
2 − 3，此处µi (i = 2, 4)是总体的i阶中心

距。

β2是反映总体分布的密度函数在众数（即密度函数的最大值点）附

件”峰”的尖峭程度的一种度量。

当β2 > 0，总体分布更尖峭，尾部更粗（t分布）；

当β2 = 0时，总体分布与正态相当；

当β2 < 0时，总体分布更平坦，尾部更细（均匀分布）。

正态分布N(a, σ2)的峰度为零。
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1.3.3 经验分布函数

定义 (1.3.2)

设X1, . . . , Xn为自总体F (x)中抽取的i.i.d.样本，将其按大小排列

为X(1) ≤ X(2) ≤ · · · ≤ X(n)，对任意实数x，称下列函数：

Fn(x) =


0, x < X(1),

k
n , X(k) ≤ x < X(k+1), k = 1, 2, . . . , n− 1,

1, X(n) ≤ x

为经验分布函数。
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1.3.3 经验分布函数

易见经验分布函数是单调、非降、右连续函数，具有分布函数的基本性

质。

它在x = x(k)，k = 1, 2, . . . , n处有间断，它是在每个间断点跳跃的幅度

为1/n的阶梯函数。即

P (X = x(k)) =
1

n
, k = 1, . . . , n.
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1.3.3 经验分布函数

Fn(x)可以看成总体分布函数F (x) = P (X ≤ x)的一个估计量。

若记示性函数

IA(x) =

 1, x ∈ A

0, 其他,

则Fn(x)可表示为

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

I(−∞,x](Xi).

由定义可知Fn(x)是仅依赖于样本X1, X2, . . . , Xn的函数，因此它是统计

量。
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1.3.3 经验分布函数

它可能取值为0, 1/n, 2/n, . . . , (n− 1)/n, 1。

若记Yi = I(−∞,x](Xi), i = 1, 2, . . . , n，则

P (Yi = 1) = P (Xi ≤ x) = F (x),

P (Yi = 0) = 1− F (x),

且Y1, Y2, . . . , Yn i.i.d. ∼ b(1, F (x))。

故nFn(x) =
∑n

i=1 I(−∞,x](Xi) =
∑n

i=1 Yi ∼ b(n, F (x))。
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1.3.3 经验分布函数

令
∑n

i=1 Yi = k，对k = 0, 1, . . . , n有

P (
n∑

i=1

Yi = k) = P (Fn(x) =
k

n
) =

(
n

k

)
[F (x)]k[1− F (x)]n−k.
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1.3.3 经验分布函数

利用二项分布的性质可知对任一固定的x ∈ (−∞,∞)，

Fn(x) =
∑n

i=1 Yi

n = Ȳ具有如下的大样本性质:

（1）由中心极限定理，则当n → ∞时有

√
n(Fn(x)− F (x))√
F (x)(1− F (x))

L→ N(0, 1);

此处
L→表示依分布收敛。
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1.3.3 经验分布函数

（2）由Bernoulli（或辛钦）大数定律（《概率论》p.g.321），则

在n → ∞时有

Fn(x)
p→ F (x);

（3）由Borel强大数定律（附录A11，p.g.87），则有

P ( lim
n→∞

Fn(x) = F (x)) = 1;
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1.3.3 经验分布函数

（4）更进一步，有下列格里汶科定理（Glivenko-Cantelli Theorem）

定理 (1.3.1)

设F (x)为r.v. X的分布函数，X1, . . . , Xn为取自总体F (x)的简单随机样

本，Fn(x)为其经验分布函数，记Dn = sup
−∞<x<∞

|Fn(x)− F (x)|，则有

P ( lim
n→∞

Dn = 0) = 1.

注注注 1.3.1 上述定理中的Dn可用来衡量Fn(x)和F (x)之间在所有的x值上

最大的差异程度，格里汶科定理表明：当n足够大时，对所有的x值，经

验分布函数Fn(x)与理论分布函数F (x)之间只有很小的差别。
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1.4.1 统计模型的确定方法及例子

样本既然是随机变量，就有一定的概率分布，这个概率分布就称为样本

分布（sample distribution）。

一个问题的统计模型（statistical model），就是指研究该问题时所抽样

本的分布。
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1.4.1 统计模型的确定方法及例子

例 (1.4.1)

一大批产品共有N件，其中废品M件，N已知，而M未知。现在从中抽

取n个检验其中废品的件数，用以估计M或废品率p = M/N。抽样方式

为：不放回抽样，一次抽一个，依次抽取，直到抽完n个为止。求样本

分布。

解解解

设Xi表示第i次抽出的样本，令

Xi =

 1, 第i次抽出的为废品,

0, 第i次抽出的为合格品.
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1.4.1 统计模型的确定方法及例子

样本X1, X2, · · · , Xn中的每一个都只能取0, 1两个值之一。

给定一组样本x1, x2, · · · , xn，每个xi为0或1。

所求的样本分布为P (X1 = x1, · · · , Xn = xn)。

若记事件Ai = {Xi = xi}，利用概率乘法公式

P (A1 · · ·An) = P (A1)P (A2|A1) · · ·P (An|A1A2 · · ·An−1),

不难求出样本分布。
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1.4.1 统计模型的确定方法及例子

记
∑n

i=1 xi = a，利用公式可得

P (X1 = x1, X2 = x2, · · · , Xn = xn)

= P (X1 = x1)P (X2 = x2|X1 = x1)P (X3 = x3|X2 = x2, X1 = x1)

× · · · × P (Xn = xn|Xn−1 = xn−1, . . . , X1 = x1)

=



(N−M)!(N−n)!
(N−M−n)!N ! , a = 0,

M
N · M−1

N−1 · · · M−(a−1)
N−(a−1) ·

N−M
N−a · · · N−M−(n−a−1)

N−(n−1) , 0 < a < n,

M !(N−n)!
(M−n)!N ! , a = n,

0, 其余情形.

(1)
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1.4.1 统计模型的确定方法及例子

由上述计算可见样本X1, X2, . . . , Xn不是相互独立的，样本分布是利用

乘法公式，通过条件概率计算出来的。

例 (1.4.2)

以抽样方式改为有放回抽样，即每次抽样后记下结果，然后将其放回

去，再抽第二个，直到抽完n个为止，求样本分布。

解解解 在有放回抽样情形，每次抽样时，N个产品中的每一个皆以1/N的概

率被抽出，此时P (Xi = 1) = M/N, P (Xi = 0) = (N −M)/N，故有
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1.4.1 统计模型的确定方法及例子

P (X1 = x1, · · · , Xn = xn) = P (X1 = x1) · · ·P (Xn = xn)

=

 (MN )a(M−N
N )n−a, x1, . . . , xn为0或1且

∑n
i=1 xi = a,

0, 其余情形.

(2)

可见此例比例1.4.1要简单，因为本例中样本X1, · · · , Xn是独立同分布

的，而例1.4.1中X1, · · · , Xn不独立。

当n/N很小时，式子（1）和（2）差别很小，因而当n/N很小时，可把

例1.4.1中的无放回抽样当成有放回抽样来处理。
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1.4.1 统计模型的确定方法及例子

例 (1.4.3)

为估计一物件的重量a，用一架天平将它重复称n次，结果记

为X1, X2, . . . , Xn，求样本X1, . . . , Xn的联合分布。

解解解

假设1：各次称重独立进行

假设2：各次称重在”相同条件“下进行

假设3：称重误差服从N(0, σ2)，即Xi ∼ N(a, σ2)

fXi(x) =
1√
2πσ

exp{−(x− a)2

2σ2
}.
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1.4.1 统计模型的确定方法及例子

假设4：天平没有系统误差

因此简单随机样本X1, X2, . . . , Xn的分布为

f(x1, · · · , xn) = (
√
2πσ)−n exp{− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − a)2}.
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1.4.1 统计模型的确定方法及例子

例 (1.4.4)

某工厂生产一种电子元件，如晶体管。由于大批量生产受随机因素的干

扰，生产出的晶体管寿命不同。从中抽取n个做寿命实验，用以估计其

平均寿命，求样本的分布。

解解解

将其在正常条件下使用，直到n个元件全部失效为止，测得n个元件的寿

命为X1, . . . , Xn，这就是样本。

假设1：工厂的生产量大，生产条件在所考察的那段时间是稳定的。可

以认为X1, · · · , Xn是相互独立相同分布的随机变量；
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1.4.1 统计模型的确定方法及例子

假设2：假定寿命分布是无记忆性，即在元件已经使用了长为t的一段时

间尚未失效的条件下，元件至少还能使用一段时间s的概率与t无关。

在概率论（课本p.g. 138，课件12）中已经证明了：在上述两个假定下

P (X1 < x) =

 1− e−λx. x ≥ 0,

0, x ≤ 0,

即X1服从指数分布。
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1.4.1 统计模型的确定方法及例子

也可以写成概率密度的形式：X1有概率密度

f(x, λ) =

 λe−λx, x > 0;

0, x ≤ 0.

因此，样本X1, X2, . . . , Xn的联合密度为

f(x1, . . . , xn;λ) =

 λne−nλx̄, x1, x2, . . . , xn > 0;

0, 其他.

此处，x̄ =
∑n

i=1 xi

n 。
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1.4.1 统计模型的确定方法及例子

例 (1.4.5)

若样本是多维的，以上讨论也适用。例如，在一群人中抽取n个，测其

身高和体重得(X1, Y1), (X2, Y2), . . . , (Xn, Yn)，这就是大小为n的二维样

本。在一定条件下，他们是i.i.d.的，且(X1, Y1)的分布为二维正态分

布N(a, b;σ2
1, σ

2
2; ρ)，记θ = (a, b, σ2

1, σ
2
2, ρ)，则样

本(X1, Y1), (X2, Y2), . . . , (Xn, Yn)的联合密度是什么？
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1.4.1 统计模型的确定方法及例子

解解解

由二维正态分布的概率密度函数和题目中独立同分布的假设，可知样本

的联合密度函数为

f(x1, y1, . . . , xn, yn; θ) = (
1

2πσ1σ2
√
1− ρ2

)n

×
n∏

i=1

{exp{− 1

2(1− ρ2)
[
(xi − a)2

σ2
1

− 2ρ(xi − a)(yi − b)

σ1σ2
+

(yi − b)2

σ2
2

]}}.
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σ1σ2
+

(yi − b)2

σ2
2

]}}.
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1.4.2 有关统计模型的几点说明

1.统计模型的名称

一个问题的统统统计计计模模模型型型（statistical model），就是指研究该问题时所抽样

本的分布，也常称为概率模型。

由于模型只取决于样本的分布，故常把分布的名称作为模型的名称。

例如，正态分布模型简称为正态模型，Poisson分布模型简称为Poisson模

型，指数分布模型简称为指数模型等。
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1.4.2 有关统计模型的几点说明

2.”问题的模型”与抽样方式

统计分析基于样本，确定统计问题需要先确定样本的产生方法，即确定

样本的分布。

如例1.4.1和例1.4.2中采取有放回和不放回两种不同的抽样方式，就确定

了两种不同的样本的分布，即统计模型。
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1.4.2 有关统计模型的几点说明

3.很多性质不一样的问题，可以归入到同一模型下

数理统计学的任务就是研究种种统计模型中所能提出来的种种统计问

题。

许多不同专业部门中性质不一样的问题在一定条件下可归入到同一模型

下，对这一模型种种统计推断问题的研究反过来又可应用于解决这些专

业部门提出的性质各异的同一类问题。
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1.4.2 有关统计模型的几点说明

4.同一模型下可以提出很多不同的统计推断问题

例如在例子1.4.3中，问题是估计重物a，为了考察天平的精度，可以提

出估计σ2，还可以对a和σ2提出假设检验和区间估计的问题等。
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1.5.1 定义与例子

在统计理论问题中，许多统计推断方法的优良性，对一类范围广泛的统

计模型（亦称为分布族）有较满意的结果，这类分布族为指数型分布族

（简称指数族）。

常见的分布，如正态分布、二项分布、Poisson分布、负二项分布、指数

分布、Gamma分布和多项分布等都属于这一分布族。

这些表面上看起来各不相同的分布族，其实都可以统一在一种包罗更广

的一类称为指数型分布族的模式中。对这一类分布族的讨论，可以抓住

他们的共性，并且许多统计理论问题，对指数族都有较彻底的解决。
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1.5.1 定义与例子

定义 (1.5.1)

设F = {f(x;θ) : θ ∈ Θ}是定义在样本空间X上的分布族，其

中θ = (θ1, . . . , θk)，Θ为参数空间。若其概率函数f(x;θ)可表示成如下

形式：

f(x;θ) = C(θ) exp{
k∑

i=1

Qi(θ)Ti(x)}h(x),

则称此分布族为指数型分布族（简称指数族，exponential family），其

中k为正整数，C(θ)和Qi(θ) (i = 1, . . . , k)都是定义在参数空间Θ上的函

数，h(x) > 0和Ti(x) (i = 1, 2, . . . , k)都是定义在样本空间X上的函数。
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1.5.1 定义与例子

指数族的一个重要性质是族中的所有分布具有共同的支撑

集(G(x) = {x : f(x;θ) > 0})称为概率函数f(x;θ)的支撑集）。

由定义可见指数族的支持集为{x : f(x;θ) > 0} = {x : h(x) > 0}与θ无

关。

任一分布族若其支撑集与θ有关，则族中分布不再具有共同支撑集，因

而不必是指数族。
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1.5.1 定义与例子

例 (1.5.1)

设X = (X1, . . . , Xn)为从正态分布N(µ, σ2)中抽取的简单样本，则样本

分布族是指数族。

解解解

样本X的联合密度为

f(x;µ, σ2) = (2πσ2)−
n
2 exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ)2

}
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1.5.1 定义与例子

记θ = (µ, σ2)，则参数空间为Θ = {θ = (µ, σ2) : −∞ < µ < ∞, σ > 0}。

上式可改写为

f(x;θ) =(2πσ2)−
n
2 e−

nµ2

2σ2 exp

{
µ

σ2

n∑
i=1

xi −
1

2σ2

n∑
i=1

x2i

}

= C(θ) exp{Q1(θ)T1(x) +Q2(θ)T2(x)}h(x),

其中C(θ) = (2πσ2)−
n
2 exp{−nµ2

2σ2 }，Q1(θ) =
µ
σ2，Q2(θ) = − 1

2σ2，

T1(x) =
n∑

i=1
xi，T2(x) =

n∑
i=1

x2i，h(x) = 1。

由定义1.5.1知上述样本分布族是指数族。
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1.5.1 定义与例子

例 (1.5.2)

设X = (X1, . . . , Xn)为从Gamma分布Γ(γ, λ)中抽取的简单样本，则样本

分布族是指数族。

解解解

样本X的联合密度函数为

f(x; γ, λ) =

n∏
i=1

[
λγ

Γ(γ)
xγ−1
i exp{−λxi}

]
, xi > 0, i = 1, . . . , n.

记θ = (γ, λ)，则参数空间为Θ = {θ = (γ, λ) : γ > 0, λ > 0}。
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例 (1.5.2)

设X = (X1, . . . , Xn)为从Gamma分布Γ(γ, λ)中抽取的简单样本，则样本

分布族是指数族。

解解解

样本X的联合密度函数为

f(x; γ, λ) =

n∏
i=1

[
λγ

Γ(γ)
xγ−1
i exp{−λxi}

]
, xi > 0, i = 1, . . . , n.

记θ = (γ, λ)，则参数空间为Θ = {θ = (γ, λ) : γ > 0, λ > 0}。

数理统计 2026 年 3 月 11 日 61 / 78



1.5.1 定义与例子

将上式改写为

f(x;θ) =
λnγ

[Γ(γ)]n
exp

{
−λ

n∑
i=1

xi + (γ − 1)

n∑
i=1

log xi

}
n∏

i=1

I(0,∞)(xi)

其中C(θ) = λnγ

[Γ(γ)]n，Q1(θ) = −λ，Q2(θ) = γ − 1，T1(x) =
n∑

i=1
xi，

T2(x) =
n∑

i=1
log xi，h(x) =

n∏
i=1

I(0,∞)(xi)。

由定义1.5.1知上述样本分布族是指数族。
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1.5.1 定义与例子

例 (1.5.3)

二项分布族{B(n, θ) : 0 < θ < 1}是指数族。

解解解

设X ∼ B(n, θ)，其概率函数为

p(x; θ) =Pθ(X = x) =

(
n

x

)
θx(1− θ)n−x

=

(
n

x

)
(

θ

1− θ
)x(1− θ)n, x = 0, 1, . . . , n,

其样本空间为X = {0, 1, . . . , n}，参数空间为Θ = {θ : 0 < θ < 1}。
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1.5.1 定义与例子

将上式改写为

p(x; θ) =(1− θ)n exp

{
x ln

θ

1− θ

}(
n

x

)
=C(θ) exp{Q1(θ)T1(x)}h(x),

其中C(θ) = (1− θ)n，Q1(θ) = ln θ
1−θ，T1(x) = x，h(x) =

(
n
x

)
。

由定义1.5.1知上述样本分布族是指数族。
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1.5.1 定义与例子

例 (1.5.4)

Poisson分布族{P (θ) : θ > 0}是指数族。

解解解

设X服从泊松分布P (θ)，其概率函数为

p(x; θ) =Pθ(X = x) =
e−θθx

x!
=

e−θ exp{x ln θ}
x!

=C(θ) exp{Q1(θ)T1(x)}h(x), x = 0, 1, . . . ,

其中样本空间为X = {0, 1, . . . , }，参数空间为Θ = {θ : θ > 0}，

C(θ) = e−θ，Q1(θ) = ln θ，T1(x) = x，h(x) = 1
x!。

由定义1.5.1知上述样本分布族是指数族。
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1.5.1 定义与例子

例 (1.5.5)

均匀分布族{U(0, θ) : θ > 0}和双参数指数分布不是指数族。

解解解

设X服从均匀分布U(0, θ)，其密度函数为f(x; θ) = I0,θ(x)，支撑集

为{x : f(x; θ) > 0} = {x : 0 < x < θ}与参数θ有关，不满足指数族的定

义，因此均匀分布族不是指数族。
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1.5.1 定义与例子

若设X服从双参数指数分布族，其密度函数为

p(x;µ, σ) =
1

σ
exp

{
−x− µ

σ

}
I[x>µ]

=
1

σ
exp{µ

σ
} exp{−x

σ
}I[x>µ], −∞ < µ < ∞, σ > 0,

它的支撑集为{x : p(x;µ, σ) > 0} = {x : x > µ} = (µ,∞)与未知参数µ有

关，因此双参数指数分布不是指数族。

但若µ已知，如µ = 0，则单参数指数分布族Exp(1/σ)属于指数族。
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1.5.2 指数族的自然形式及自然参数空间

将样本分布族表示为指数族的自然形式：在指数族的定

义C(θ) exp{
k∑

i=1
Qi(θ)Ti(x)}h(x)中，若用φi代替Qi(θ)，而将C(θ)表示

成φ的函数C∗(φ)，φ = (φ1, . . . , φk)，则指数族的表达式变

为C∗(φ) exp{
k∑

i=1
φiTi(x)}h(x)，再改φi为θi，i = 1, . . . , k，得到如下指

数族的自然形式（或称为标准形式）的定义。
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1.5.2 指数族的自然形式及自然参数空间

定义 (1.5.2)

如果指数族有下列形式：

f(x,θ) = C∗(θ) exp{
k∑

i=1

θiTi(x)}h(x)

则称它为指数族的自然形式（natural form）。此时集合

Θ∗ =

{
(θ1, . . . , θk) :

∫
X
exp{

k∑
i=1

θiTi(x)}h(x)dx < ∞

}

称为自然参数空间。
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1.5.2 指数族的自然形式及自然参数空间

例 (1.5.6)

将例1.5.1中样本分布族N(µ, σ2)表示为指数族的自然形式，并求其自然

参数空间。

解解解 由例1.5.1可知该样本分布族的指数族形式为

f(x;θ) =(2πσ2)−
n
2 exp{−nµ2

2σ2
} exp{ µ

σ2

n∑
i=1

xi −
1

2σ2

n∑
i=1

x2i }

=C(θ) exp{Q1(θ)T1(x) +Q2(θ)T2(x)}h(x).

令φ1 = Q1(θ)，φ2 = Q2(θ)，解出µ = − φ1

2φ2
，σ2 = − 1

2φ2
，从

而µ2

σ2 = − φ2
1

2φ2
。
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1.5.2 指数族的自然形式及自然参数空间

因此C(θ) = (2πσ2)−
n
2 exp{−nµ2

2σ2 }变为C∗(φ) = (− π
φ2
)−

n
2 exp{nφ2

1
4φ2

}，

φ = (φ1, φ2)。

可获得自然形式为

f(x;φ) =(− π

φ2
)−

n
2 exp{nφ

2
1

4φ2
} exp{φ1T1(x) + φ2T2(x)}

=C∗(φ) exp{φ1T1(x) + φ2T2(x)}h(x).

其自然参数空间为

Θ∗ = {φ = (φ1, φ2) : −∞ < φ1 < ∞, −∞ < φ2 < 0}.
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Θ∗ = {φ = (φ1, φ2) : −∞ < φ1 < ∞, −∞ < φ2 < 0}.
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1.5.2 指数族的自然形式及自然参数空间

例 (1.5.7)

将例1.5.3中二项分布族{B(n, θ) : 0 < θ < 1}表示为指数族的自然形式，

并求其自然参数空间。

解解解 由例1.5.3可知该样本分布族的指数族形式为

f(x; θ) =(1− θ)n exp{ln θ

1− θ
x}

(
n

x

)
,

=C(θ) exp{Q(θ)T (x)}h(x), x = 0, 1, . . . , n.

令φ = ln θ
1−θ，解出θ = 1

1+e−φ。因此C(θ) = (1− θ)n变

为C∗(φ) = (1 + eφ)−n。
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1.5.2 指数族的自然形式及自然参数空间

故可获得自然形式为

f(x;φ) =(1 + eφ)−n exp{φx}
(
n

x

)
=C(φ) exp{φx}h(x).

其自然参数空间为

Θ∗ = {φ : −∞ < φ < ∞} = (−∞,∞).
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1.5.3 指数族的性质

定理 (1.5.1)

在指数族的自然形式下，自然参数空间为凸集。

证证证明明明

设θ = (θ1, . . . , θk)为k维向量。任给θ(1) = (θ11, . . . , θ
1
k)，

θ(0) = (θ01, . . . , θ
0
k)皆属于自然参数空间Θ∗。

设0 < α < 1，令θ = αθ(1) + (1− α)θ(0)，

即θi = αθ1i + (1− α)θ0i , i = 1, . . . , k，则有
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1.5.3 指数族的性质

∫
X
exp{

k∑
i=1

θiTi(x)}h(x)dx

=

∫
X
exp{

k∑
i=1

[αθ
(1)
i + (1− α)θ

(0)
i ]Ti(x)}h(x)dx

=

∫
X

[
exp{

k∑
i=1

θ
(1)
i Ti(x)}

]α [
exp{

k∑
i=1

θ
(0)
i Ti(x)}

]1−α

h(x)dx
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1.5.3 指数族的性质

由Holder不等式有EXαY 1−α ≤ (EX)α(EY )1−α，这里0 < α < 1，则上

式

≤

[∫
X
exp{

k∑
i=1

θ
(1)
i Ti(x)}h(x)dx

]α

×

[∫
X
exp{

k∑
i=1

θ
(0)
i Ti(x)}h(x)dx

]1−α

,

所以不等式右边两个积分存在，从而得到θ ∈ Θ∗，这说明了自然参数空

间Θ∗是凸集。
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1.5.3 指数族的性质

指数族具有良好的分析性质。

定理 (1.5.2)

设指数族的自然形式中，自然参数空间有内点，其内点集为Θ0。

设g(x)为任一实函数，使得积分

G(θ) =

∫
X
g(x) exp{

k∑
j=1

θjTj(x)}h(x)dx

在Θ0内存在且有限，则G(θ)的任意阶偏导数在Θ0内存在且可在积分号

下求得，即
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1.5.3 指数族的性质

定理 (1.5.2)

∂mG(θ)

∂θm1
1 · · · ∂θmk

k

=

∫
X

∂m

∂θm1
1 · · · ∂θmk

k

g(x) exp{ k∑
j=1

θjTj(x)}h(x)

 dx,

其中
k∑

j=1
mj = m，即对G(θ)关于θ的任意阶偏导数可在积分下求得。

证明：略。
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