
数理统计半开卷加密公式笔记（第 1 面：基本概念、抽样分布）

1. 样本、统计量、常用量
总体分布族 F = {Fθ : θ ∈ Θ}；样本 X1, . . . , Xn 简单随机：独立同分布，联合密度/概率
pθ(x) =

∏n
i=1

pθ(xi)。统计量 T = T (X1, . . . , Xn) 不含未知参数。

X̄ =
1

n

∑
Xi, S

2
=

1

n − 1

∑
(Xi − X̄)

2
, S

2

n
=

1

n

∑
(Xi − X̄)

2
.

nS
2

n
= (n − 1)S

2
,
∑

(Xi − c)
2
=
∑

(Xi − X̄)
2
+ n(X̄ − c)

2
.

若 EX = µ, Var X = σ2 < ∞：EX̄ = µ, Var(X̄) = σ2/n, ES2 = σ2。变换 Yi = aXi + b：
Ȳ = aX̄ + b, S2

Y
= a2S2

X
。

样本矩与经验分布
原点矩 Ak = n−1 ∑Xk

i
；中心矩 Bk = n−1 ∑(Xi − X̄)k。经验分布

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

I{Xi ≤ x}, EFn(x) = F (x), Var Fn(x) =
F (x)(1 − F (x))

n
.

似然与模型
L(θ;x) =

∏
pθ(xi)，ℓ = log L。支持集含 θ 时，指标函数必须留在 L 中。若内点可导，得分

U(θ) = ∂ℓ/∂θ。
常见分布矩/核
b(1, p) EX = p, Var X = p(1 − p), L ∝ p

∑
xi (1 − p)n−

∑
xi

B(k, p) EX = kp, Var X = kp(1 − p)

P (λ) E = Var = λ, L ∝ e−nλλ
∑

xi

Exp(λ) 率 E = 1/λ, Var = 1/λ2, L ∝ λne−λ
∑

xi

Γ(r, λ) 率 E = r/λ, Var = r/λ2, (r已知) Lλ ∝ λnre−λ
∑

xi

U(a, b) E = (a + b)/2, Var = (b − a)2/12

N(µ, σ2) L ∝ (σ2)−n/2 exp{−
∑

(xi − µ)2/(2σ2)}
2. 三大抽样分布
上侧分位数约定：

P (Z > zα) = α, P (tν > tν(α)) = α,

P (χ
2

ν
> χ

2

ν
(α)) = α, P (Fm,n > Fm,n(α)) = α.

若 Z ∼ N(0, 1), V ∼ χ2
ν
独立：Z/

√
V /ν ∼ tν。若 U ∼ χ2

m
, V ∼ χ2

n
独立：

(U/m)/(V /n) ∼ Fm,n；Fm,n(α) = 1/Fn,m(1 − α)。

正态总体样本分布
若 Xi

i.i.d.∼ N(µ, σ2)：

X̄ ∼ N(µ, σ
2
/n),

(n − 1)S2

σ2
∼ χ

2

n−1
, X̄ ⊥ S

2
,

X̄ − µ

S/
√

n
∼ tn−1,

Xn+1 − X̄

S
√

1 + 1/n
∼ tn−1.

若用 S2
n
，则

Xn+1 − X̄

Sn

√
n − 1

n + 1
∼ tn−1.

分解：
∑

(Xi − µ)2 =
∑

(Xi − X̄)2 + n(X̄ − µ)2，且两项除以 σ2 后独立，分别为 χ2
n−1

与 χ2
1
。

若 ai 常数，则
∑

aiXi ∼ N(µ
∑

ai, σ
2 ∑ a2

i
)。

两个独立正态总体
Xi

i.i.d.∼ N(µ1, σ
2
1
), Yj

i.i.d.∼ N(µ2, σ
2
2
)：

X̄ − Ȳ ∼ N

(
µ1 − µ2,

σ2
1

m
+

σ2
2

n

)
.

若 σ2
1

= σ2
2

= σ2 未知：

S
2

p
=

(m − 1)S2
X

+ (n − 1)S2
Y

m + n − 2
,

X̄ − Ȳ − (µ1 − µ2)

Sp

√
1/m + 1/n

∼ tm+n−2.

S2
X
/σ2

1

S2
Y
/σ2

2

∼ Fm−1,n−1.

配对样本用 Di = Xi − Yi，化为单正态总体。
次序统计量
设连续总体 F, f，X(1) ≤ · · · ≤ X(n)：

fX(k)
(x) =

n!

(k − 1)!(n − k)!
[F (x)]

k−1
[1 − F (x)]

n−k
f(x).

P (X(1) > x) = [1 − F (x)]
n
, P (X(n) ≤ x) = F (x)

n
.

fX(i),X(j)
(u, v) =

n![F (u)]i−1[F (v) − F (u)]j−i−1[1 − F (v)]n−jf(u)f(v)

(i − 1)!(j − i − 1)!(n − j)!
.

若 U(0, 1)，X(k) ∼ Beta(k, n − k + 1)；极差 R 的密度
fR(r) = n(n − 1)rn−2(1 − r), 0 < r < 1。联合端点：
fX(1),X(n)

(u, v) = n(n − 1)[F (v) − F (u)]n−2f(u)f(v), u < v。
极限定理
若 Xi iid，EX = µ, 0 < Var X = σ2 < ∞：X̄

a.s.→ µ，
√

n(X̄ − µ)/σ ⇒ N(0, 1)。
Slutsky：Xn ⇒ X, Yn

p→ c，则 Xn + Yn ⇒ X + c, XnYn ⇒ cX。Delta 法：
√

n(Tn − θ) ⇒ N(0, τ2)，g′(θ) ̸= 0 ⇒
√

n(g(Tn) − g(θ)) ⇒ N(0, [g′(θ)]2τ2)。
Bernoulli/二项大样本（0 < p < 1）：(p̂ − p)/

√
p(1 − p)/n ⇒ N(0, 1)。



数理统计半开卷加密公式笔记（第 2 面：充分统计量、点估计、C-R 界）

3. 充分统计量
定义：给定 T (X) 后，样本的条件分布不含 θ，则 T 对 θ 充分。因子分解定理：

pθ(x) = gθ(T (x))h(x) ⇐⇒ T 充分.

离散型可用比值 pθ(x)/Pθ(T = t)；连续型用条件密度。指数族

pθ(x) = c(θ)h(x) exp


k∑

j=1

Qj(θ)Tj(x)


的样本充分统计量为

(∑
i T1(Xi), . . . ,

∑
i Tk(Xi)

)
。

常见充分统计量
Bernoulli/Binomial(k 已知)

∑
Xi

Poisson(λ)
∑

Xi

几何分布 (p，取值 1, 2, . . .)
∑

Xi

指数率 λ
∑

Xi

N(µ, σ2) 两参 (
∑

Xi,
∑

X2
i
)

N(µ, σ2)，σ2 已知 X̄
N(µ, σ2)，µ 已知

∑
(Xi − µ)2

U(0, θ) X(n)

U(θ1, θ2) (X(1), X(n))

若 T 一一变换为 S，则充分性等价；充分统计量的函数不一定充分。因子分解中所有含 θ 的限制也要写进
gθ(T )，如 I{X(n) ≤ θ}。
4. 点估计优良性
估计 g(θ)。偏差 b(θ) = EθT − g(θ)；

MSEθ(T ) = Eθ(T − g(θ))
2
= Varθ(T ) + b

2
(θ).

无偏：b = 0。弱相合：Tn
p→ g(θ)；充分条件：MSEθ(Tn) → 0。渐近无偏：

limn→∞ EθTn = g(θ)。若 T1, T2 无偏估计同一目标且不相关，cT1 + (1 − c)T2 最小方差权重
c = Var(T2)/(Var(T1) + Var(T2))。若 T 无偏估计 θ，则 T 2 一般不是 θ2 的无偏估计；
ES2

n
= (n − 1)σ2/n，故 S2

n
有偏、S2 无偏。切比雪夫判据：

ETn → θ, Var(Tn) → 0 ⇒ Tn
p→ θ。

矩估计
总体原点矩 µk(θ) = EθX

k，样本原点矩 Ak = n−1 ∑Xk
i
，方程 µk(θ) = Ak。函数参数用代入。常

用矩：

U(0, θ) : EX = θ/2; U(θ, θ + 1) : EX = θ + 1/2; U(θ, 2θ), θ > 0 : EX = 3θ/2.

Γ(r, λ)(率) : EX = r/λ, Var X = r/λ
2
; log N(a, σ

2
) : EX = e

a+σ2/2
.

二项 B(k, p) 两参矩估计：令 µ̂ = A1, v̂ = B2 = A2 − A2
1
，

p̂ = 1 − v̂/µ̂, k̂ = µ̂/p̂ = µ̂2/(µ̂ − v̂)（k 需取正整数时另作约束）。正态两参矩：
µ̂ = A1, σ̂

2 = B2；Poisson：λ̂ = A1；指数率：λ̂ = 1/A1。

最大似然估计

θ̂ ∈ arg max
θ∈Θ

L(θ;x), ℓ(θ) =
∑
i

log pθ(xi).

内点可导：U(θ) = 0；端点、非唯一、支持集含参时按定义比较。MLE 不变性：ĝ(θ)MLE = g(θ̂MLE)。
二阶判别只在内点可导时有用；若 L 单调，MLE 多在参数空间端点。样本观测不满足支持约束时 L = 0。
常用 MLE/估计量
Bernoulli(p) p̂ = X̄
Binomial(k, p)，k 已知 p̂ = X̄/k

Poisson(λ) λ̂ = X̄
几何 (p，取值 1, 2, . . .) p̂ = 1/X̄

指数率 λ λ̂ = 1/X̄
N(µ, σ2) µ̂ = X̄, σ̂2

MLE = S2
n

N(0, σ2) σ̂2 = n−1 ∑X2
i

U(0, θ) θ̂ = X(n)

U(θ, θ + 1) θ̂ ∈ [X(n) − 1, X(1)]

U(θ, 2θ), θ > 0 可行域 [X(n)/2, X(1)]，θ̂ = X(n)/2

f(x; θ) = θxθ−1, 0 < x < 1 θ̂ = −n/
∑

log Xi

U(0, θ)：EX(n) = nθ/(n + 1)， n+1

n
X(n) 无偏估计 θ；EX̄ = θ/2，2X̄ 也无偏估计 θ。

Cramer–Rao 下界
单参数正则族，Fisher 信息

I(θ) = Eθ

[(
∂

∂θ
log f(X; θ)

)2]
= −Eθ

∂2

∂θ2
log f(X; θ).

样本信息 nI(θ)。若 T 无偏估计 g(θ)：

Varθ(T ) ≥
[g′(θ)]2

nI(θ)
.

估计 θ 时下界 1/(nI(θ))。等号条件：

T − g(θ) = a(θ)
∂

∂θ
log L(θ;X).

正则条件下，达到 C-R 下界的无偏估计必为 UMVU；效率
e(T ) = {[g′(θ)]2/(nI(θ))}/ Var(T ) ≤ 1。正则性重点：支持不依赖 θ、可交换微分积分、
0 < I(θ) < ∞。
常见 Fisher 信息
Bernoulli(p) I(p) = 1/[p(1 − p)]
Poisson(λ) I(λ) = 1/λ
指数率 λ I(λ) = 1/λ2

N(µ, σ2)，估 µ I(µ) = 1/σ2

N(µ, σ2)，估 σ2 I(σ2) = 1/(2σ4)

f = θxθ−1 I(θ) = 1/θ2

Rao–Blackwell/UMVU
若 T 充分，δ 无偏，则 δ∗(T ) = E(δ | T ) 仍无偏且 Var(δ∗) ≤ Var(δ)。若 T 完全充分，且 h(T )

无偏估计目标参数，则 h(T ) 为唯一 UMVU。



数理统计半开卷加密公式笔记（第 3 面：区间估计）

5. 置信区间与枢轴变量
[L(X), U(X)] 是 g(θ) 的 1 − α 置信区间：Pθ(L ≤ g(θ) ≤ U) ≥ 1 − α。枢轴变量：含 θ 与样
本，但分布不含未知参数。
单正态总体精确区间
Xi

i.i.d.∼ N(µ, σ2)，置信系数 1 − α：

µ, σ
2已知 : X̄ ± zα/2

σ
√

n
.

µ, σ
2未知 : X̄ ± tn−1(α/2)

S
√

n
.

σ
2
, µ未知 :

 (n − 1)S2

χ2
n−1

(α/2)
,

(n − 1)S2

χ2
n−1

(1 − α/2)

 .

σ
2
, µ已知 :

∑(Xi − µ)2

χ2
n
(α/2)

,

∑
(Xi − µ)2

χ2
n
(1 − α/2)

 .

σ 的区间为上述端点开平方。单侧上限/下限把 α/2 改为 α。常用单侧：µ 下限 X̄ − qαSE，上限
X̄ + qαSE；σ2 下限 A/χ2

ν
(α)，上限 A/χ2

ν
(1 − α)，A = (n − 1)S2 或

∑
(Xi − µ)2。

两个正态总体
记 δ = µ1 − µ2。

δ, σ
2

1
, σ

2

2
已知 : X̄ − Ȳ ± zα/2

√
σ2

1
/m + σ2

2
/n.

等方差未知：

X̄ − Ȳ ± tm+n−2(α/2)Sp

√
1/m + 1/n.

配对：Di = Xi − Yi，D̄ ± tn−1(α/2)SD/
√

n。方差比：

σ2
1

σ2
2

∈
[

S2
X
/S2

Y

Fm−1,n−1(α/2)
,

S2
X
/S2

Y

Fm−1,n−1(1 − α/2)

]
.

若不假定等方差，可用 Welch 近似：T = (X̄ − Ȳ − δ)/
√

S2
X
/m + S2

Y
/n，近似 tν，

ν ≈ (a + b)2{a2/(m − 1) + b2/(n − 1)}−1，a = S2
X
/m, b = S2

Y
/n。

非正态/大样本区间
一般均值 µ：

X̄ ± zα/2

S
√

n
.

Poisson(λ) 近似：
λ̂ = X̄, λ ∈ X̄ ± zα/2

√
X̄/n.

Poisson 精确（Y =
∑

Xi）：λ ∈ [χ2
2Y

(1 − α/2)/(2n), χ2
2Y +2

(α/2)/(2n)]（Y = 0 时下限
取 0）。指数率 λ 精确：

2λ
∑

Xi ∼ χ
2

2n
, λ ∈

[
χ2

2n
(1 − α/2)

2
∑

Xi

,
χ2

2n
(α/2)

2
∑

Xi

]
.

指数均值 1/λ 用端点取倒数并调换顺序。一般分位数法：若 Pθ(a < T (θ,X) < b) = 1 − α，代数解
出 θ 即得区间。
比例 p

X ∼ B(n, p)，p̂ = X/n。Wald：

p̂ ± zα/2

√
p̂(1 − p̂)

n
.

Wilson/score，z = zα/2：

p̂ + z2/(2n)

1 + z2/n
±

z

1 + z2/n

√
p̂(1 − p̂)

n
+

z2

4n2
.

半长不超过 d 的保守样本量：n ≥ z2
α/2

/(4d2)；若有预估 p0，用 n ≥ z2
α/2

p0(1 − p0)/d
2。两比例

差大样本：(p̂1 − p̂2) ± zα/2

√
p̂1(1 − p̂1)/n1 + p̂2(1 − p̂2)/n2。

均匀分布区间
U(0, θ)，T = X(n)，T/θ 的分布函数 un(0 < u < 1)。一般形式：取 0 < a < b < 1，
bn − an = 1 − α，

θ ∈ [T/b, T/a].

常用单侧型：[T, T/α1/n]。若 U(θ1, θ2)，端点信息集中于 (X(1), X(n))。单侧 U(0, θ) 下限也可取
T（覆盖概率 1）；上限由 P (T/θ ≥ α1/n) = 1 − α。
区间与检验
同一枢轴/统计量构造时，双侧水平 α 检验与 1 − α 置信区间对应：点假设值不在区间内 ⇔ 拒绝该点假设。
单侧检验对应单侧置信限。
计算用恒等式

χ
2

ν
(1 − α) = 左侧 α分位; tν(1 − α) = −tν(α).

正态样本预测：Xn+1 | X1, . . . , Xn 的枢轴为 (Xn+1 − X̄)/(S
√

1 + 1/n)。



数理统计半开卷加密公式笔记（第 4 面：假设检验）

6. 基本概念
检验问题 H0 : θ ∈ Θ0 vs H1 : θ ∈ Θ1。拒绝域 D，检验函数 φ = ID。水平：

sup
θ∈Θ0

Pθ(X ∈ D) ≤ α.

第一类错误：H0 真而拒绝；第二类错误：H1 真而未拒绝。功效函数 βφ(θ) = Pθ(X ∈ D)；在 Θ1 上
越大越好。控制原则：先令第一类错误概率不超过 α，再尽量降低第二类错误。简单假设下 α = Pθ0

(D)，
βII = Pθ1

(Dc)。
通用拒绝域
若 K 在 H0 下分布已知，且采用上侧分位数：

H1 :> K > Kα; H1 :< K < K1−α;

H1 : ̸= K < K1−α/2 或 K > Kα/2.

对 Z, t 的双侧写作 |K| > Kα/2。右尾/左尾/双尾分别对应“越大越支持/越小越支持/偏离越支持”。
单正态总体均值
H0 : µ = µ0 或单侧复合原假设。

Z =
X̄ − µ0

σ/
√

n
∼ N(0, 1) (σ

2已知),

T =
X̄ − µ0

S/
√

n
∼ tn−1 (σ

2未知).

令 K = Z 或 T。拒绝域：H1 : µ > µ0 用 K > qα；H1 : µ < µ0 用 K < −qα；
H1 : µ ̸= µ0 用 |K| > qα/2。已知 σ 右尾功效：Pµ(Z > zα) = 1−Φ(zα −

√
n(µ−µ0)/σ)。

单正态总体方差
H0 : σ2 = σ2

0
。

Q =
(n − 1)S2

σ2
0

∼ χ
2

n−1
(µ未知),

Q =

∑
(Xi − µ)2

σ2
0

∼ χ
2

n
(µ已知).

H1 : σ2 > σ2
0
：Q > χ2

ν
(α)；H1 : σ2 < σ2

0
：Q < χ2

ν
(1 − α)；双侧取两尾 α/2。方差检验依赖

正态假设；χ2 双侧临界点不对称。

两个正态总体均值差
H0 : µ1 − µ2 = δ0。

Z =
X̄ − Ȳ − δ0√
σ2

1
/m + σ2

2
/n

(σ
2

1
, σ

2

2
已知),

T =
X̄ − Ȳ − δ0

Sp

√
1/m + 1/n

∼ tm+n−2 (σ
2

1
= σ

2

2
未知).

配对：T = (D̄ − δ0)/(SD/
√

n) ∼ tn−1。方向与单均值同。两独立大样本均值差：

Z = [X̄ − Ȳ − δ0]/
√

S2
X
/m + S2

Y
/n ≈ N(0, 1)。

两个正态总体方差比
H0 : σ2

1
/σ2

2
= ρ0：

F =
S2

X
/S2

Y

ρ0

∼ Fm−1,n−1.

H1 : ρ > ρ0：F > Fm−1,n−1(α)；H1 : ρ < ρ0：F < Fm−1,n−1(1 − α)；双侧取两尾。
大样本检验
一般均值：Z = (X̄ − µ0)/(S/

√
n) ≈ N(0, 1)。单比例：

Z =
p̂ − p0√

p0(1 − p0)/n
≈ N(0, 1).

两比例 H0 : p1 = p2：

p̂ =
x1 + x2

n1 + n2

, Z =
p̂1 − p̂2√

p̂(1 − p̂)(1/n1 + 1/n2)
.

近似 N(0, 1)。Poisson(λ)：Z = (X̄ − λ0)/
√

λ0/n ≈ N(0, 1)。检验用的标准误通常在 H0 下代
入；置信区间通常用估计值代入。
似然比检验

Λ(x) =
supθ∈Θ0

L(θ;x)

supθ∈Θ L(θ;x)
, 0 ≤ Λ ≤ 1,

拒绝域为 Λ ≤ c。正则且 H0 为内点约束时，大样本：−2 log Λ ⇒ χ2
r
，r = dim Θ − dim Θ0。复合

假设先求受限/非受限 MLE；简单对简单常用 LR = L(θ0)/L(θ1) 作 Neyman–Pearson 检验。
p 值
p 值是在 H0 下“至少同样极端”的概率；p ≤ α 等价于水平 α 下拒绝。双侧 Z/t 常用
2PH0

(K ≥ |kobs|)。右尾 p = P (K ≥ kobs)，左尾 p = P (K ≤ kobs)；χ2, F 双侧不能按对称
性简化。
容易混淆
矩估计/相合不保证无偏；MLE 可不唯一；S2 与 S2

n
分母不同；χ2, F 表用上侧分位数；等方差两样本才用

S2
p
。


