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已学知识点 (Recap)

第 12 章 因子分析

• 12.1 正交因子模型

‣ 因子分析模型旨在描述数据集中原始的  个变量如何依赖于少量潜在因子 ，即该模

型假设  . 其中，(  维) 随机向量  包含公因子，(  维) 向量   包含特殊

因子，而矩阵  则包含因子载荷.

p (k < p)
X = QF + U + μ k F p U

Q (p × k)

‣ 假设公因子  与特殊因子  互不相关且均值均为 ，即 ， ，其

中  为对角矩阵，且 .

F U 0 F ∼ (0, ℐ) U ∼ (0, ψ)
ψ Cov (F, U) = 0

‣ 由此得出协方差结构为 .Σ = QQT + ψ

‣ 因子  的解释可通过相关矩阵  得到.F PXF = D−1/2Q

‣ 标准化分析可通过模型  实现. 因子的解释可由载荷矩阵  直接

给出.

P = QQT + ψ Q : PXF = Q

‣ 因子分析模型具有尺度不变性. 因子载荷不唯一 (仅在与一个正交矩阵相乘的范围内唯一).

‣ 模型是否存在唯一解，由自由度  决定. 若 ，模型可识别 (存

在唯一解或有限个解)；若 ，模型不可识别 (存在无限个解).

d =
(p − k)2

2
−

p + k
2

d ≥ 0

d < 0



Factor Analysis

因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

• 在实际应用中，我们使用 ，即  的经验协方差，来估计载荷  和特定方差 ：𝒮 𝒳 𝒬 Ψ

Model: Σ = 𝒬𝒬T + Ψ
𝒮 = ̂𝒬 ̂𝒬 T + ̂Ψ

‣ 给定一 自̂𝒬 σXjXj
=

k

∑
ℓ=1

q2
jℓ + ψjj

̂ψ jj = sXjXj
−

k

∑
ℓ=1

̂q 2
jℓ

‣ 对公因子方 h2
j =

k

∑
ℓ=1

q2
jℓ

̂h 2
j =

k

∑
ℓ=1

̂q 2
jℓ

‣ 在  的理想情况下，存在精确解.d = 0

‣ 通常 ，我们需要求得  和 ，以使  可以由  近似.d > 0 ̂𝒬 ̂Ψ 𝒮 ̂𝒬 𝒬  

‣ 这使得计算标准化模型的载荷和特殊方
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因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

• 在实际应用中，我们使用 ，即  的经验协方差，来估计载荷  和特定方差 ：𝒮 𝒳 𝒬 Ψ

Model: Σ = 𝒬𝒬T + Ψ
𝒮 = ̂𝒬 ̂𝒬 T + ̂Ψ

‣ 设
𝒴 = ℋ𝒳𝒟−1/2

𝒟 =

sX1X1

sX2X2

⋱
sXpXp

ℋ = ℐ −
1
n

1n1T
n

 的标准化𝒳

𝒮 =
1
n

𝒳Tℋ𝒳

‣ 估计得到的  的因子 方 𝒴 ̂𝒬
̂Ψ Y

̂𝒬 Y = 𝒟−1/2 ̂𝒬 X , ̂Ψ Y = 𝒟−1 ̂Ψ X

‣ 于是，对  的相关矩阵 ，我们有  .𝒳 ℛ ℛ = ̂𝒬
𝒬
  

‣ 因子子 ̂𝒬
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• 例: 对于汽车数据，三个变量 (价格、安全性和操控便利性) 得到以下相关矩阵：

ℛ =
1 0.975 0.613

0.975 1 0.620
0.613 0.620 1

‣ 我们寻找一子 k = 1

d =
1
2

(p − k)2 −
1
2

(p + k) = 0

‣ 这意味着存在一

1 rX1X2
rX1X3

rX1X2
1 rX2X3

rX1X3
rX2X3

1
= ℛ =

̂q 2
1 + ̂ψ 11 ̂q 1 ̂q 2 ̂q 1 ̂q 3

̂q 1 ̂q 2 ̂q 2
2 + ̂ψ 22 ̂q 2 ̂q 3

̂q 1 ̂q 3 ̂q 2 ̂q 3 ̂q 2
3 + ̂ψ 33

communalities:  h2
j =

k

∑
ℓ=1

q2
jℓ

̂h 2
i = ̂q 2

i

⟹ ̂q 2
1 =

rX1X2
rX1X3

rX2X3

, ̂q 2
2 =

rX1X2
rX2X3

rX1X3

, ̂q 2
3 =

rX1X3
rX2X3

rX1X2

̂ψ 11 = 1 − ̂q 2
1 , ̂ψ 22 = 1 − ̂q 2

2 , ̂ψ 33 = 1 − ̂q 2
3

因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)
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‣ 我们得到以下解

̂q 1 = 0.982 ̂q 2 = 0.993 ̂q 3 = 0.624
̂ψ 11 = 0.035 ̂ψ 22 = 0.014 ̂ψ 33 = 0.610

‣ 因为前两个公因子方

一子

( ̂h 2
1 = ̂q 2

1 , ̂h 2
2 = ̂q 2

2)

‣ 这个因子子

因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

• 例: 对于汽车数据，三个变量 (价格、安全性和操控便利性) 得到以下相关矩阵：

ℛ =
1 0.975 0.613

0.975 1 0.620
0.613 0.620 1



Factor Analysis

• 极大似然方法

‣ 来自 一  X ∼ Np (μ , Σ) 𝒳 ℓ

ℓ (𝒳; μ , Σ) = −
n
2

log 2πΣ −
1
2

n

∑
i=1

(xi − μ) Σ−1 (xi − μ)T

= −
n
2

log 2πΣ −
n
2

tr (Σ−1𝒮) −
n
2 (x − μ) Σ−1 (x − μ)T

‣ 它可以改写为

ℓ (𝒳; ̂μ , Σ) = −
n
2 [log 2πΣ + tr (Σ−1𝒮)]

‣ 代入 Σ = 𝒬𝒬 

ℓ (𝒳; ̂μ , 𝒬 , Ψ) = −
n
2 {log 2π (𝒬𝒬T + Ψ) + tr [(𝒬𝒬T + Ψ)

−1
𝒮]}

因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

‣ 即使在单个因子   方(k = 1) ̂𝒬 ̂Ψ

‣ 必须使用见人页
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因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

• 公因子个数的似然比检验

‣ 运用方子用

{H0:  因子分析模型是正确的
H1:  对协方差矩阵无任何约束

‣ 假设  和  是相应于下式的极大̂𝒬 ̂Ψ

ℓ (𝒳; ̂μ , 𝒬 , Ψ) = −
n
2 {log 2π (𝒬𝒬T + Ψ) + tr [(𝒬𝒬T + Ψ)

−1
𝒮]}

⟹ −2 log (  maximized likelihood under H0

 maximized likelihood  ) = n log
̂𝒬 ̂𝒬 T + ̂Ψ

𝒮

∼ χ2
1
2 [(p − k)2 − p − k] , n → ∞
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‣ Bartlett (1954) 通过用   n − 1 −
2p + 4k + 5

6
n χ2

因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

• 公因子个数的似然比检验

‣ 显著水 立子α

(n − 1 −
2p + 4k + 5

6 ) log
̂𝒬 ̂𝒬 T + ̂Ψ

𝒮
> χ2

(p − k)2 − p − k
2

(α)

上  分位数α

足够大

 满足  为正k (p − k)2 − p − k
2

⟹ −2 log (  maximized likelihood under H0

 maximized likelihood  ) = n log
̂𝒬 ̂𝒬 T + ̂Ψ

𝒮

∼ χ2
1
2 [(p − k)2 − p − k] , n → ∞
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• 主因子方法

因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

‣ 主因子 方 ℛ 𝒮

‣ 为简便起见里 方ℛ

‣ 假设我们知道确切的 ，那么这些约束条件Ψ

𝒬TΨ−1𝒬 为对角矩阵, 或 𝒬TD−1𝒬 为对角矩阵.
𝒟 = ℐ

  的列正交⟹ 𝒬

ℛ = 𝒬𝒬T + Ψ ⟹ 𝒬𝒬T = ℛ − Ψ
𝒬 ≜ (q1 , q2 , … , qk)

⟹ 𝒬𝒬Tqi = (q1 , q2 , … , qk)

qT
1

qT
2
⋮
qT

k

qi = (q1 , q2 , … , qk)

0
⋮

qT
i qi
⋮
0

= (qT
i qi) qi

‣  的列是   的特征向量.𝒬 𝒬𝒬   
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因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

• 主因子方法

‣ 此外，假设  的前  个特征值为正.𝒬𝒬     k

‣ 在这种情况下，我们可以通过对  进行 𝒬𝒬     𝒬

‣  就是因子k

‣ 当然，我们必须先找到一方 Ψ
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因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

• 主因子方法

‣ 主因子方子方  h2
j (j = 1, 2, …, p) ̂h 2

j

1 = σXjXj
=

k

∑
ℓ=1

q2
jℓ + ψjj = h2

j + ψjj‣ 有两种传统的方

 , 定义为  与  的复相关系数的平方̂h 2
j Xj Xl (l ≠ j)

̂h 2
j = ρ2 (V , W ̂β)
Xj W = (X1 ⋯ Xj−1 Xj+1 ⋯ Xp)

变量  关于  回归的最小二乘回归参数V W

 ，其中  是  的相关矩阵.̂h 2
j = max

ℓ≠j
rXjXℓ

ℛ = (rXjXℓ) 𝒳 ✓ 简便易行
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因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

• 主因子方法

‣ 给定 ，我们可以构建简化相关矩阵 (reduced correlation matrix)， .ψ̃ jj = 1 − h̃2
j ℛ − Ψ̃

‣ 谱分解定理表明

ℛ − Ψ̃ =
p

∑
ℓ=1

λℓ γℓ γT
ℓ

 为特征值λ1 ≥ λ2 ≥ ⋯ ≥ λp

‣ 假设前  个特征值  为正，且相比足大k λ1, λ2, …, λk

‣ 则我们令 ̂q ℓ = λℓ γℓ , ℓ = 1, 2, …, k in matrix form ̂𝒬 = Γ1Λ1/2
1

Γ1 = (γ1 , γ2 , … , γk) , Λ1 = diag (λ1 , λ2 , … , λk)

‣ 下一

̂ψ jj = 1 −
k

∑
ℓ=1

̂q 2
jℓ , j = 1, 2, …, p



Factor Analysis

因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

• 主因子方法

‣ 注意：该过程可以迭代进行

‣ 由  我们可以计算新的简化相关矩阵 ，然后进行̂ψ jj ℛ − Ψ̃

‣ 迭代过程一 一止̂ψ jj



Factor Analysis

• 例: 考虑汽车品牌数据.

X1 : 经济性

X2 : 服务

X3 : 保值性

X4 : 价格，每辆廉价汽车记为 1
X5 : 设计

X6 : 运动型

X7 : 安全性

X8 : 操控简便

因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

# clear variables and close windows 
rm(list = ls(all = TRUE)) 
graphics.off() 
options(digits = 3) 
# load data 载入

load("~/Desktop/2023_Applied Multivariate Statistical Analysis/R Codes with data/MVAexercise/data/carmean2.rda") 
(x = carmean2)



Factor Analysis

因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

• 例: 考虑汽车品牌数据.

‣ 首
NPCA.car = princomp(x, cor = TRUE, scores = TRUE, fix_sign = TRUE) 
summary(NPCA.car) 
# 主成分的标准差 

NPCA.car$sdev 
# 主成分在原变量的载荷（权重） 

NPCA.car$loadings 
# 碎石

screeplot(NPCA.car, ylim = c(0, 6), main = 'Scree Plot of NPCA for Carmeans')



Factor Analysis

因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

• 例: 考虑汽车品牌数据.

‣ 首

# 观测值在各主成分的投影 

NPCA.car$scores



Factor Analysis

因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

• 例: 考虑汽车品牌数据.

‣ 首

# 各变量与第一

cor.x_NPC1 = NPCA.car$sdev[1] * NPCA.car$loadings[, 1] 
# 各变量与第二

cor.x_NPC2 = NPCA.car$sdev[2] * NPCA.car$loadings[, 2] 
# 各变量方比

NPC2.prop = cor.x_NPC1^2 + cor.x_NPC2^2 
cbind(NPC1 = cor.x_NPC1, NPC2 = cor.x_NPC2, Sum_Squares = NPC2.prop)

̂q ℓ = λℓ γℓ , ℓ = 1, 2, …, p
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因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

• 例: 考虑汽车品牌数据.

‣ 首

# 变量投影在前两个主成分上的散点图 

graphics.off() 
ucircle = cbind(cos((0:360)/180 * pi), sin((0:360)/180 * pi)) 
plot(ucircle, type = "l", lty = "solid", col = "blue", xlab = "First PC", ylab = "Second PC",  
     main = "Carmeans", cex.lab = 1.2, cex.axis = 1.2, cex.main = 1.8, lwd = 2, asp = 1) 
abline(h = 0, v = 0) 
# label = c("X1", "X2", "X3", "X4", "X5", "X6", "X7", "X8") 
label = row.names(cor.NPC.car.2) 
text(-cor.x_NPC1, cor.x_NPC2, label, cex = 1)



Factor Analysis

因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

• 例: 考虑汽车品牌数据.

‣ 首

# 观测值在前两个主成分的散点图 

graphics.off() 
plot(cbind(NPCA.car$scores[, 1], NPCA.car$scores[, 2]), type = "n", xlab = "PC 1", ylab = "PC 2", 
     main = "First NPC vs. Second NPC", cex.lab = 1.2, cex.axis = 1.2, cex.main = 1.6) 
abline(h = 0, v = 0, lty = 2) 
label = 1:NPCA.car$n.obs 
text(NPCA.car$scores[, 1], NPCA.car$scores[, 2], label)
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因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

• 例: 考虑汽车品牌数据.

‣ 现在，我们使用子子

# correlation matrix 计算相关矩阵 

(r = cor(x)) 
# 将相关矩阵主对角

m = r 
for (i in 1:ncol(r)) { 
  m[i, i] = r[i, i] - 1 
} 
m
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因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

• 例: 考虑汽车品牌数据.

‣ 现在，我们使用子子

# 计算  

psi = matrix(0, 8, 8) 
for (i in 1:8) { 
  psi[i, i] = 1 - max(abs(m[, i])) 
} 
psi

̂Ψ jj

ψ̃ jj = 1 − h̃2
j , ̂h 2

j = max
ℓ≠j

rXjXℓ
, j = 1, 2, …, p
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# 对  作谱分解 spectral decomposition 

eig = eigen(r - psi) 
ee  = eig$values 
ee # 特征值: 前两个特征值为正，且与其它相比大子

ee  = eig$values[1:2] # 取前两个大

ee

R − Ψ

因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

• 例: 考虑汽车品牌数据.

‣ 现在，我们使用子子



Factor Analysis

# 特征向量 

vv  = eig$vectors 
vv 
vv  = eig$vectors[, 1:2] # 前两个特征向量 

vv  = t(t(vv[, 1:2]) * sign(vv[2, 1:2])) # 调整特征向量的符号 

q1  = sqrt(ee[1]) * vv[, 1] # 变量在第一方

q2  = sqrt(ee[2]) * vv[, 2] # 变量在第二方

(q   = cbind(q1, q2))

因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

• 例: 考虑汽车品牌数据.

‣ 现在，我们使用子子



Factor Analysis

# plot 变量在前两个因子

plot(q, type = "n", xlab = "First Factor", ylab = "Second Factor", main = "Car Marks Data",  
     xlim = c(-1.2, 1.2), ylim = c(-0.4, 0.9), cex.lab = 1.4, cex.axis = 1.4, cex.main = 1.8) 
text(q, colnames(x), cex = 1.2, xpd = NA) 
abline(v = 0) 
abline(h = 0)

因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

• 例: 考虑汽车品牌数据.

‣ 现在，我们使用子子
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• 主成分方法

‣ 主成分方子 一 𝒬 ̂𝒬

‣ 样本协方 𝒮 

‣ 然后保留前  个特征向量来构建k

̂𝒬 = ( λ1γ1 , λ2γ2 , … , λkγk)𝒮 = ̂𝒬 ̂𝒬 T + ̂Ψ

‣ 特殊方 角𝒮  𝒬 𝒬

̂Ψ =

̂ψ 11

̂ψ 22
⋱

̂ψ pp

with ̂ψ jj = sXjXj
−

k

∑
ℓ=1

̂q 2
jℓ

因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)
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‣ 由定义

𝒮 = ̂𝒬 ̂𝒬 T + ̂Ψ

‣  的主对角 角𝒮 ̂𝒬 𝒬  

‣ 这种近似的效果如何?

𝒮 − ( ̂𝒬 ̂𝒬 T + ̂Ψ )
‣ 考虑主成分求解得到的残差矩阵

‣ 从分析角

∑
i, j

(𝒮 − ̂𝒬 ̂𝒬 T − ̂Ψ )
2

ij
≤ λ2

k+1 + ⋯ + λ2
p

‣ 这意味着被忽略的特征值数值较小小

• 主成分方法

因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)
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‣ 一用子方 子方

比

j

‣ 这个量通常等于

对于协方 子𝒮
λj

p
∑
j=1

sjj

.

对于相关矩阵  的因子ℛ
λj

p
.

• 主成分方法

因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)
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• 例: 要求客户对一款新产品的几个属性进行评分. 将结果制成表格，得到了相关矩

阵  如下：ℛ

因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

x = c(1.00, 0.02, 0.96, 0.42, 0.01, 0.02, 1.00, 0.13, 0.71, 0.85, 
      0.96, 0.13, 1.00, 0.50, 0.11, 0.42, 0.71, 0.50, 1.00, 0.79, 
      0.01, 0.85, 0.11, 0.79, 1.00) 
R = matrix(x, nrow = 5, byrow = TRUE) 
R

属性 (变量) : 

味道                 1 

物有所值          2 

口感                 3 

适合作零食      4 

提供大量能量   5

1.00 0.02 0.96 0.42 0.01
0.02 1.00 0.13 0.71 0.85
0.96 0.13 1.00 0.50 0.11
0.42 0.71 0.50 1.00 0.79
0.01 0.85 0.11 0.79 1.00

= ℛ

变量 1 和 3 高

变量 2 和 5 高

变量 4 与变量 2 和 
5 的相关性更强.

‣ 因此，包含 2 (或 3) 个因子



Factor Analysis

• 例: 要求客户对一款新产品的几个属性进行评分. 将结果制成表格，得到了相关矩

阵  如下：ℛ

因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

R.eig = eigen(R) # 谱分解 

R.eig$values # 特征值 

sum(R.eig$values[1:2]) / 5 # 两个公共因子方方比

‣ 矩阵  的前两个特征值是仅有的大ℛ

λ1 = 2.8531 , λ2 = 1.8063

‣  个公共因子方k = 2

λ1 + λ2

p
=

2.8531 + 1.8063
5

= 0.932



Factor Analysis

• 例: 要求客户对一款新产品的几个属性进行评分. 将结果制成表格，得到了相关矩

阵  如下：ℛ

因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

‣ 因子

# 公共因子

load.F = R.eig$vectors %*% diag(sqrt(R.eig$values)) 
round(load.F[, 1:2], digits = 2)

̂𝒬 = ( λ1 γ1 , λ2 γ2 , … , λk γk)

‣ 公因子方

# 公共因子方

h = load.F^2 
h = h[, 1] + h[, 2] 
round(h, digits = 2)

ĥ2
j =

k

∑
ℓ=1

̂q 2
jℓ



Factor Analysis

• 例: 要求客户对一款新产品的几个属性进行评分. 将结果制成表格，得到了相关矩

阵  如下：ℛ

因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

‣ 特殊因子方

# 特殊因子方

Psi = 1 - h 
round(Psi, digits = 2)

̂ψ jj = 1 − ̂h 2
j

# 放在一

FA = cbind(Load_F1 = load.F[, 1], Load_F2 = load.F[, 2], Communalities = h, S_Variances = Psi) 
round(FA, digits = 2)

属性 (变量) : 

味道                                1 

物有所值                         2 

口感                                3 

适合作零食                     4 

提供大量能量                 5 

特征值                                                          2.85           1.81 

累积百分比                                                   0.571         0.932



Factor Analysis

• 例: 要求客户对一款新产品的几个属性进行评分. 将结果制成表格，得到了相关矩

阵  如下：ℛ

因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

‣ 我们来看  :̂𝒬 𝒬  

̂𝒬 ̂𝒬 T + ̂Ψ =

0.56 −0.82
0.78 0.52
0.65 −0.75
0.94 0.10
0.80 0.54

( 0.56 0.78 0.65 0.94 0.80
−0.82 0.52 −0.75 0.10 0.54) +

0.02
0.12

0.02
0.11

0.07

# 验证估计的效果 

load.F[, 1:2] %*% t(load.F[, 1:2]) + diag(Psi)

=

1.00 0.01 0.97 0.44 0.00
0.01 1.00 0.11 0.78 0.91
0.97 0.11 1.00 0.53 0.11
0.44 0.78 0.53 1.00 0.81
0.00 0.91 0.11 0.81 1.00

ℛ =

1.00 0.02 0.96 0.42 0.01
0.02 1.00 0.13 0.71 0.85
0.96 0.13 1.00 0.50 0.11
0.42 0.71 0.50 1.00 0.79
0.01 0.85 0.11 0.79 1.00

这几 ℛ

‣ 由于因子非一



Factor Analysis

• 因子旋转 (Rotation)

‣ 约束条件

𝒬TΨ−1𝒬 为对角矩阵, 或 𝒬TD−1𝒬 为对角矩阵.

是出于数学上的方而一

‣ 但它们会使因子

‣ 如果变量能被划分为互不相交的集合，每个集合与一子

非

因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)



Factor Analysis

‣ Kaiser (1985 年) 提出的方差最大旋转法 (varimax rotation method)，是一用



‣ 对于最简单的情形  个因子 k = 2 𝒢

𝒢(θ) = ( cos θ sin θ
−sin θ cos θ)

‣ 它表示坐标轴顺时针旋转角 θ

‣ 相应的载荷旋转通过以下方

̂𝒬 * = ̂𝒬 𝒢(θ)

• 因子旋转 (Rotation)

因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)



Factor Analysis

确定角  方 方

大

θ ̂𝒬  ̂q ij‣ 方大

因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

• 因子旋转 (Rotation)

‣ 更准确地说，定义

q̃*ij =
̂q*ij
̂h*j

‣ 方差最大化准则选择使下式子大 θ

𝒱 =
1
p

k

∑
ℓ=1

p

∑
j=1

(q̃*jℓ)
4

−
1
p

p

∑
j=1

(q̃*jℓ)
2



Factor Analysis

因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

属性 (变量) : 

味道 

物有所值 

口感 

适合作零食 

提供大量能量 

特征值                                       2.85           1.81 

累积百分比                                0.571         0.932

‣ 第一子二子子几子



• 例: 顾客对一款新产品的几个属性进行评分.



Factor Analysis

因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model)

• 例: 顾客对一款新产品的几个属性进行评分.

‣ 应用方大子

q̃1 q̃2

味道               0.02 0 . 99
物有所值        0 . 94 −0.01
口感               0.13 0 . 98
适合作零食    0 . 84 0.43
提供大量能量 0 . 97 −0.02

‣ 变量 2、4、5 定义了因子子

‣ 变量 1 和 3 定义了因子子



Factor Analysis

因子得分与策略 (Factor Scores and Strategies)

• 因子得分 (factor scores) 是每个观测值  对应的不可观测随机向量 

 的估计值.

xi , (i = 1, 2, …, n)

Fl , (l = 1, 2, …, k)

• Johnson 和 Wichern (1998 年) 介绍了三种方法，在实际应用中，这些方法得出的

结果非常相似.

• 我们介绍回归的方法，其优点是简单且易于实施.

• 其思路是考虑  与  的联合分布，然后进行回归分析.(X − μ) F



Factor Analysis

因子得分与策略 (Factor Scores and Strategies)

X = 𝒬 F + U + μ

 公共因子Fk×1
 公因子载荷𝒬p×k

 特殊因子Up×1

‣ 模型假设：

E (F) = 0
Var (F) = ℐk

E (U) = 0

Cov (Ui , Uj) = 0 , i ≠ j

Cov (F , U) = 0

, Var(U) ≜ Ψ =

ψ11
ψ22

⋱
ψpp

Var (X − μ
F ) = Var (𝒬 F + U

F ) = Var [( 𝒬
ℐk) F + (U

0)]= Var [( 𝒬
ℐk) F] + Var [(U

0)]
= ( 𝒬

ℐk) Var (F) (𝒬T ℐk) + (Ψ
0)ℐk = (𝒬𝒬T + Ψ 𝒬

𝒬T ℐk)
= ( Σ 𝒬

𝒬T ℐk)(p+k)×(p+k)

Σ = 𝒬𝒬T + Ψ



Factor Analysis

• 在联合分布为正态分布的假设下，

E (F X = x) = 𝒬TΣ−1(X − μ)

Var (F X = x) = ℐk − 𝒬TΣ−1𝒬

Var (X − μ
F ) = ( Σ 𝒬

𝒬T ℐk)(p+k)×(p+k)
⟹ (X

F) ∼ Np+k ((μp×1

0k×1) , ( Σ 𝒬
𝒬T ℐk))

⟹ (F X = x) ∼ Nk (𝒬TΣ−1(X − μ) , ℐk − 𝒬TΣ−1𝒬)

‣  的条件分布为多元正态分布，且F X

因子得分与策略 (Factor Scores and Strategies)



Factor Analysis

因子得分与策略 (Factor Scores and Strategies)

• 在实际应用中，我们用相应的估计值替代未知的 、  和 ，从而得到观测数据因

子得分的估计值：

𝒬 Σ μ

̂f i = ̂𝒬 T𝒮−1 (xi − x)

⟹ (F X = x) ∼ Nk (𝒬TΣ−1(X − μ) , ℐk − 𝒬TΣ−1𝒬)

‣ 我们更倾向于使用方  而非子



𝒮 Σ

̂𝒬 𝒬  

‣ 其目面子
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因子得分与策略 (Factor Scores and Strategies)

• 使用  而非  时，也可遵循同样的规则.ℛ 𝒮

‣ 标准化变量

Z = 𝒟−1/2
Σ (X − μ)

𝒟Σ =

σ11
σ22

⋱
σpp

̂f i = ̂𝒬 Tℛ−1 zi

‣ 此时，因子

 通过相关矩阵  得到的载荷̂𝒬 ℛ
zi = 𝒟−1/2

S (xi − x)

𝒟S =

s11
s22

⋱
spp

‣ 如果因子 行子𝒢

̂f *i = ̂𝒢 T ̂f i
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因子得分与策略 (Factor Scores and Strategies)

• 实用建议

‣ 在因子用方方

‣ 然而用子角

‣ 这就引出了以下步骤：

① 根据数据的相关结构和 (或) 特征值的碎石一子

比  k = 2 3

② 执行几方比子

方子

③ 如果结果显示出显著偏差，(根据因子

子 k
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因子得分与策略 (Factor Scores and Strategies)

• 实用建议

‣ 对于大用方

将样本数据拆分为训练集和验证集.

使用方子

使用子

预测的因子用子比

‣ 这一用子子方
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因子得分与策略 (Factor Scores and Strategies)

• 因子分析与主成分分析的对比

‣ 因子用工

‣ 乍看起来，人角生非

 并非

‣ 这两种数据分析方
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因子得分与策略 (Factor Scores and Strategies)

• 因子分析与主成分分析的对比

‣ 主成分分析 (PCA) 和因子大

因子子

主成分分析 (PCA) 按照重要性递减的顺序确定  个因子p

在主成分分析中，最重要的因子方大子

在因子子力子

一方
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因子得分与策略 (Factor Scores and Strategies)

• 因子分析与主成分分析的对比

‣ 从实施角

主成分分析 (PCA) 基于一一无二

拟合一子方

‣ 因子一行而生一



‣ 这种数据分析的理念使得因子

特别是当模型设定涉及交叉验证以及基于数据驱动来选择因子



Factor Analysis

Boston Housing

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.

X1 :人均犯罪率
X2 :划定用于大片住宅用地的比例
X3 :非零售商业用地的比例
X4 :查尔斯河 (与河相邻为 1，否则为 0)
X5 :一氧化氮浓度
X6 :每套住宅的平均房间数
X7 : 1940年之前建造的自住房屋比例
X8 :到波士顿五个就业中心的加权距离
X9 :辐射状公路可达性指数

X10 :每 10000 美元房产的全额税率
X11 :学生与教师的比例
X12 : 1000(B − 0.63)2 I(B < 0.63) 其中 B 是非洲裔美国人的比例
X13 :人口中较低社会地位群体的占比
X14 :自有住房的中位价值 (单位：1000 美元)



Factor Analysis

Boston Housing

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.

对这些变量采用一

X̃ 1 = log X1 , X̃ 8 = log X8

X̃ 2 =
X2

10
, X̃ 9 = log X9

X̃ 3 = log X3 , X̃ 10 = log X10

X̃ 4 = X4 , X̃ 11 =
e0.4×X11

100

X̃ 5 = log X5 , X̃ 12 =
X12

100
X̃ 6 = log X6 , X̃ 13 = X13

X̃ 7 =
X2.5

7

10000
, X̃ 14 = log X14



Factor Analysis

Boston Housing

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.

对这些变量采用一

同样，变量  (Charles 河示性变量) 将被排除在外.X4

与之前一用行

# 读入

rm(list = ls(all = TRUE)) 
library(MASS) 
data = Boston 
head(data)



Factor Analysis

Boston Housing

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.

# transform data 变量数据的变换 

xt = data 
xt[, 1]  = log(data[, 1]) 
xt[, 2]  = data[, 2]/10 
xt[, 3]  = log(data[, 3]) 
xt[, 5]  = log(data[, 5]) 
xt[, 6]  = log(data[, 6]) 
xt[, 7]  = (data[, 7]^(2.5))/10000 
xt[, 8]  = log(data[, 8]) 
xt[, 9]  = log(data[, 9]) 
xt[, 10] = log(data[, 10]) 
xt[, 11] = exp(0.4 * data[, 11])/1000 
xt[, 12] = data[, 12]/100 
xt[, 13] = sqrt(data[, 13]) 
xt[, 14] = log(data[, 14]) 
data = xt[, -4] # 剔除变量 X_4 

round(head(data), digits = 4)



Factor Analysis

# rename variables 重新命名变量 

colnames(data) = c("X1", "X2", "X3", "X5", "X6", "X7", "X8", "X9", "X10", "X11", "X12", "X13", "X14") 
round(head(data), digits = 4)

Boston Housing

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.

# standardize variables 变量标准化 

da  = scale(data) 
round(head(da), digits = 4)



Factor Analysis

# correlation matrix 计算相关矩阵 

dat = cor(da) 
round(dat, digits = 4)

Boston Housing

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

Boston Housing

在上一子用

基于主成分，我们选取了三个因子用方行

MLM: 极大方

PFM: 主因子方

PCM: 主成分方

为便于说明，将分别进行方大无方大大方

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

Boston Housing

# R 中的因子

?factanal

Factor Analysis 
Description 

Perform maximum-likelihood factor analysis on a covariance matrix or data matrix.


Usage 

factanal(x, factors, data = NULL, covmat = NULL, n.obs = NA,
         scores = c("none", "regression", "Bartlett"),
         rotation = "varimax", ...)
Arguments 

x        A formula or a numeric matrix or an object that can be coerced to a 
numeric matrix.

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

Boston Housing

factors     The number of factors to be fitted.

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.

# R 中的因子

?factanal

Factor Analysis 
Description 

Perform maximum-likelihood factor analysis on a covariance matrix or data matrix.


Usage 

factanal(x, factors, data = NULL, covmat = NULL, n.obs = NA,
         scores = c("none", "regression", "Bartlett"),
         rotation = "varimax", ...)
Arguments



Factor Analysis

Boston Housing

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.

# R 中的因子

?factanal

Factor Analysis 
Description 

Perform maximum-likelihood factor analysis on a covariance matrix or data matrix.


Usage 

factanal(x, factors, data = NULL, covmat = NULL, n.obs = NA,
         scores = c("none", "regression", "Bartlett"),
         rotation = "varimax", ...)
Arguments

data           An optional data frame, used only if x is a formula. By default 
the variables are taken from environment(formula).



Factor Analysis

Boston Housing

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.

# R 中的因子

?factanal

Factor Analysis 
Description 

Perform maximum-likelihood factor analysis on a covariance matrix or data matrix.


Usage 

factanal(x, factors, data = NULL, covmat = NULL, n.obs = NA,
         scores = c("none", "regression", "Bartlett"),
         rotation = "varimax", ...)
Arguments

covmat       A covariance matrix, or a covariance list as returned by cov.wt. 
Of course, correlation matrices are covariance matrices.



Factor Analysis

Boston Housing

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.

# R 中的因子

?factanal

Factor Analysis 
Description 

Perform maximum-likelihood factor analysis on a covariance matrix or data matrix.


Usage 

factanal(x, factors, data = NULL, covmat = NULL, n.obs = NA,
         scores = c("none", "regression", "Bartlett"),
         rotation = "varimax", ...)
Arguments

n.obs        The number of observations, used if covmat is a covariance matrix.



Factor Analysis

Boston Housing

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.

# R 中的因子

?factanal

Factor Analysis 
Description 

Perform maximum-likelihood factor analysis on a covariance matrix or data matrix.


Usage 

factanal(x, factors, data = NULL, covmat = NULL, n.obs = NA,
         scores = c("none", "regression", "Bartlett"),
         rotation = "varimax", ...)
Arguments

scores      Type of scores to produce, if any. The default is 
none, "regression" gives Thompson's scores, "Bartlett" given 
Bartlett's weighted least-squares scores.



Factor Analysis

Boston Housing

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.

# R 中的因子

?factanal

Factor Analysis 
Description 

Perform maximum-likelihood factor analysis on a covariance matrix or data matrix.


Usage 

factanal(x, factors, data = NULL, covmat = NULL, n.obs = NA,
         scores = c("none", "regression", "Bartlett"),
         rotation = "varimax", ...)
Arguments

rotation  character. "none" or the name of a function to be used to rotate 
the factors: it will be called with first argument the loadings 
matrix, and should return a list with component loadings giving 
the rotated loadings, or just the rotated loadings.



Factor Analysis

Boston Housing

# Maximum Likelihood Factor Analysis without varimax rotation: factanal 极大子

mlm  = factanal(da, 3, rotation = "none", covmat = dat) 
str(mlm)

不进行方大大子

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

Boston Housing

# estimated factor loadings 因子

load = mlm$loadings 
load

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

Boston Housing

# the estimated factor loadings matrix 因子

ld = cbind(load[, 1], load[, 2], load[, 3]) 
round(ld, digits = 4)

X = 𝒬 F + U + μ

= ̂𝒬

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

Boston Housing

# communalities are calculated 计算公共因子方

com = diag(ld %*% t(ld)) 
round(com, digits = 4)

# specific variances are calculated 计算特殊因子方

psi  = diag(dat) - diag(ld %*% t(ld)) 
round(psi, digits = 4)

公因子方差: h2
j =

k

∑
ℓ=1

q2
jℓ

特殊因子方差: ψjj = σjj − h2
j

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

Boston Housing

# 因子子方子方

tbl  = cbind(L_F1 = load[, 1], L_F2 = load[, 2], L_F3 = load[, 3], com, psi) 
round(tbl, digits = 4)

↑ ↑ ↑ ↑ ↑
̂q 1 ̂q 2 ̂q 3

̂h 2
j ̂ψ jj

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

Boston Housing

# plot first factor against second 变量在因子子面

graphics.off() 
plot(load[, 1], load[, 2], type = "n", xlab = "x", ylab = "y", main = "Factors21 - theta21",  
     font.main = 1, cex.lab = 1.1, cex.axis = 1.1, cex.main = 1.4, xlim = c(-1.0, 1.0), ylim = c(-0.6, 0.6), asp = 1) 
text(load[, 1], load[, 2], colnames(data), cex = 1.1) 
abline(h = 0, v = 0, lty = 2)

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

Boston Housing

# plot first factor against third 变量在因子子面

graphics.off() 
plot(load[, 1], load[, 3], type = "n", xlab = "x", ylab = "y", main = "Factors31 - theta31",  
     font.main = 1, cex.lab = 1.1, cex.axis = 1.1, cex.main = 1.4, xlim = c(-1.0, 1.0), ylim = c(-0.6, 0.6), asp = 1) 
text(load[, 1], load[, 3], colnames(data), cex = 1.1) 
abline(h = 0, v = 0, lty = 2)

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

Boston Housing

# plot second factor against third 变量在因子子面

graphics.off() 
plot(load[, 3], load[, 2], type = "n", xlab = "x", ylab = "y", main = "Factors23 - theta23",  
     font.main = 1, cex.lab = 1.1, cex.axis = 1.1, cex.main = 1.4, xlim = c(-1.0, 1.0),  
     ylim = c(-0.6, 0.6), asp = 1) 
text(load[, 3], load[, 2], colnames(data), cex = 1.1) 
abline(h = 0, v = 0, lty = 2)

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

Boston Housing

# 三张图放在一

graphics.off() 
par(mfcol = c(2, 2)) 
plot(load[, 1], load[, 2], type = "n", xlab = "x", ylab = "y", main = "Factors21 - theta21",  
     font.main = 1, cex.lab = 1.1, cex.axis = 1.1, cex.main = 1.4, xlim = c(-1.0, 1.0), ylim = c(-0.6, 0.6), asp = 1) 
text(load[, 1], load[, 2], colnames(data), cex = 1.1) 
abline(h = 0, v = 0, lty = 2) 

plot(load[, 1], load[, 3], type = "n", xlab = "x", ylab = "y", main = "Factors31 - theta31",  
     font.main = 1, cex.lab = 1.1, cex.axis = 1.1, cex.main = 1.4, xlim = c(-1.0, 1.0), ylim = c(-0.6, 0.6), asp = 1) 
text(load[, 1], load[, 3], colnames(data), cex = 1.1) 
abline(h = 0, v = 0, lty = 2) 

plot(load[, 3], load[, 2], type = "n", xlab = "x", ylab = "y", main = "Factors23 - theta23",  
     font.main = 1, cex.lab = 1.1, cex.axis = 1.1, cex.main = 1.4, xlim = c(-1.0, 1.0),  
     ylim = c(-0.6, 0.6), asp = 1) 
text(load[, 3], load[, 2], colnames(data), cex = 1.1) 
abline(h = 0, v = 0, lty = 2)

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

Boston Housing
因子 1 大致可解释为“生活质量因子”，因为它与诸如  (人均犯罪率) 

等变量呈正相关，与  (到波士顿五个就业中心的加权距离) 呈负相关，且

这两个变量的特殊方差都较低.

X1

X8



Factor Analysis

Boston Housing
第二个因子可被解释为 “居住因子”，因为它与变量  (每套住宅的平均房

间数) 和  (人口中较低社会地位群体的占比) 高度相关.

X6

X13



Factor Analysis

Boston Housing

# R 中的因子

?varimax

Rotation Methods for Factor Analysis

Description 
The function ‘rotate’ loading matrices in factor analysis.

Usage 
varimax(x, normalize = TRUE, eps = 1e-5)

Arguments 
x                     A loadings matrix, with   rows and   columns

normalize    logical. Should Kaiser normalization be performed? If so the 
rows of x are re-scaled to unit length before rotation, and 

scaled back afterwards.

eps                 The tolerance for stopping: the relative change in the sum of 
singular values.

p k < p

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

Boston Housing

# rotates the factor loadings matrix 因子

var = varimax(ld) 
str(var)

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

# 旋转矩阵 

rm = var$rotmat 
round(rm, digits = 4)

# 旋转后的因子

vl   = cbind(load[, 1], load[, 2], load[, 3]) 
round(vl, digits = 4)

Boston Housing

# estimated factor loadings after varimax 旋转后的因子

load = var$loadings 
round(load, digits = 4)

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

Boston Housing

# communalities are calculated 计算公共因子方

com  = diag(vl %*% t(vl)) 
round(com, digits = 4)

# specific variances are calculated 计算特殊因子方

psi  = diag(dat) - diag(vl %*% t(vl)) 
round(psi, digits = 4)

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

Boston Housing

# 旋转后的因子子方子方

tbl  = cbind(RL_F1 = load[, 1], RL_F2 = load[, 2], RL_F3 = load[, 3], com, psi) 
round(tbl, digits = 4)

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

Boston Housing

graphics.off() 
par(mfcol = c(2, 2)) 
# plot first factor against second 旋转后变量在第一二子

plot(load[, 1], load[, 2], type = "n", xlab = "x", ylab = "y", main = "Factors21 - theta21",  
     font.main = 1, cex.lab = 1.1, cex.axis = 1.1, cex.main = 1.4, xlim = c(-1, 1), ylim = c(-1, 1), asp = 1) 
text(load[, 1], load[, 2], colnames(data), cex = 1.1) 
abline(h = 0, v = 0) 

# plot first factor against third 旋转后变量在第一子

plot(load[, 1], load[, 3], type = "n", xlab = "x", ylab = "y", main = "Factors31 - theta31",  
     font.main = 1, cex.lab = 1.1, cex.axis = 1.1, cex.main = 1.4, xlim = c(-1, 1), ylim = c(-1, 1), asp = 1) 
text(load[, 1], load[, 3], colnames(data), cex = 1.1) 
abline(h = 0, v = 0) 

# plot second factor against third 旋转后变量在第二子

plot(load[, 3], load[, 2], type = "n", xlab = "x", ylab = "y", main = "Factors23 - theta23",  
     font.main = 1, cex.lab = 1.1, cex.axis = 1.1, cex.main = 1.4, xlim = c(-1, 1), ylim = c(-1, 1), asp = 1) 
text(load[, 3], load[, 2], colnames(data), cex = 1.1) 
abline(h = 0, v = 0)

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

Boston Housing
我们可以看到，方差最大化旋转并没有显著改变通过极

大似然法 (MLM) 得到的因子的解释.



Factor Analysis

Boston Housing
在极大似然法 (MLM) 经方差最大化旋转的版

本中，各变量有了明显的区分.

我们可以将因子 3 解释为就业因子，因为我

们观察到它与  和  有高度相关性.X8 X5



Factor Analysis

Boston Housing

方大

# 相关矩阵的谱分解 

e = eigen(dat) 

# 特征值 

eigval.all = e$values # 全部特征值 

round(eigval.all, digits = 4) 
eigval = e$values[1:3] # 前三个最大特征值 

round(eigval, digits = 4)

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

Boston Housing

# 特征向量 

eigvec.all = e$vectors # 全部特征向量 

round(eigvec.all, digits = 4) 
eigvec = e$vectors[, 1:3] # 前三个特征向量 

round(eigvec, digits = 4)

方大

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

Boston Housing

# the estimated factor loadings matrix 计算因子载荷矩阵的估计值 

Q = eigvec %*% sqrt(diag(eigval)) 
round(Q, digits = 4) ̂𝒬 = ( λ1γ1 , λ2γ2 , … , λkγk)

方大

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

rm = pcm$rotmat # 旋转矩阵 

round(rm, digits = 4)

Boston Housing

# rotates the factor loadings matrix 因子载荷矩阵的旋转 

pcm = varimax(Q) 
load = pcm$loadings # estimated factor loadings after varimax 旋转后的因子载荷 

ld     = cbind(load[, 1], load[, 2], load[, 3]) # 旋转后的因子载荷矩阵 

round(ld, digits = 4)

方大

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

Boston Housing

# communalities are calculated 计算公共因子方差 

com = diag(ld %*% t(ld)) 
names(com) = row.names(dat) 
round(com, digits = 4)

̂h 2
j =

k

∑
ℓ=1

̂q 2
jℓ

# specific variances are calculated 计算特殊因子方差 

psi = diag(dat) - diag(ld %*% t(ld)) 
round(psi, digits = 4)

̂ψ jj = sXjXj
−

k

∑
ℓ=1

̂q 2
jℓ

方大

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

Boston Housing

# 旋转后的因子载荷、公共因子方差、特殊因子方差的矩阵 

tbl = cbind(LF1 = load[, 1], LF2 = load[, 2], LF3 = load[, 3], com, psi) 
round(tbl, digits = 4)

𝒮 = ̂𝒬 ̂𝒬 T + ̂Ψ

↑ ↑ ↑ ↑ ↑
̂q 1 ̂q 2 ̂q 3

̂h 2
j ̂ψ jj

方大

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

Boston Housing

graphics.off() 
par(mfcol = c(2, 2)) 
# plot first factor against second 旋转后变量在第一、第二公共因子的散点图 

plot(load[, 1], load[, 2], type = "n", xlab = "x", ylab = "y", main = "Factors21 - theta21", xlim = c(-1, 1), 
     font.main = 1, cex.lab = 1.1, cex.axis = 1.1, cex.main = 1.4, ylim = c(-1, 1), asp = 1) 
text(load[, 1], load[, 2], colnames(data), cex = 1.1) 
abline(h = 0, v = 0) 
# plot first factor against third 旋转后变量在第一、第三公共因子的散点图 

plot(load[, 1], load[, 3], type = "n", xlab = "x", ylab = "y", main = "Factors31 - theta31",  xlim = c(-1, 1), 
     font.main = 1, cex.lab = 1.1, cex.axis = 1.1, cex.main = 1.4, ylim = c(-1, 1), asp = 1) 
text(load[, 1], load[, 3], colnames(data), cex = 1.1) 
abline(h = 0, v = 0) 
# plot second factor against third 旋转后变量在第二、第三公共因子的散点图 

plot(load[, 3], load[, 2], type = "n", xlab = "x", ylab = "y", main = "Factors23 - theta23",  xlim = c(-1, 1), 
     font.main = 1, cex.lab = 1.1, cex.axis = 1.1, cex.main = 1.4, ylim = c(-1, 1), asp = 1) 
text(load[, 3], load[, 2], colnames(data), cex = 1.1) 
abline(h = 0, v = 0)

方大

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

Boston Housing
因子 1 仍然是一个 “生活质量因子”，它与诸如 

 等变量呈正相关，与  呈负相关.X5, X3, X7 X2, X8



Factor Analysis

Boston Housing

因子 2 仍然是“居住因子”，它与  等变

量呈正相关，与  呈负相关.

X6, X14

X11, X13



Factor Analysis

Boston Housing
因子 3 更难解释，因为所有的载荷都较小. 它与诸

如  等变量呈正相关，与  呈负相关.X9, X10, X1 X12



Factor Analysis

Boston Housing

方大子

#### Principal Factor Method after varimax rotation inverse of the correlation matrix 
#### 主因子方法的因子分析，旋转后，从相关矩阵的逆矩阵出发 

f = solve(dat) # 相关矩阵的逆矩阵 

# preliminary estimate of psi - (psi 的) 初始值 

psiini = diag(1/f[row(f) == col(f)]) 
psi = psiini 
round(psi, digits = 4)

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

Boston Housing

# 迭代求解因子载荷矩阵 

for (i in 1:10) { 

  ee = eigen(dat - psi) #  的谱分解 

  eigval = ee$values[1:3] # 取前三个特征值 

  eigvec = ee$vectors[, 1:3] # 取前三个特征向量 

  EE = matrix(eigval, nrow(dat), ncol = 3, byrow = T) 
  QQ = sqrt(EE) * eigvec # 计算载荷矩阵 

  psiold = psi 
  psi = diag(as.vector(1 - t(colSums(t(QQ * QQ))))) # 利用载荷矩阵计算 psi 的估计值 

  i = i + 1 
  z = psi - psiold 
  convergence = z[row(z) == col(z)] 
} 
round(QQ, digits = 4) # 未旋转的因子载荷矩阵

ℛ − Ψ̃

方大子

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

Boston Housing

# rotates the factor loadings matrix 因子载荷矩阵的旋转 

pfm  = varimax(QQ) 
# estimated factor loadings after varimax 旋转后的因子载荷矩阵 

load = pfm$loadings 
ld   = cbind(load[, 1], load[, 2], load[, 3]) 
round(ld, digits = 4)

方大子

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

Boston Housing

# communalities are calculated 计算公共因子方差 

com  = diag(ld %*% t(ld)) 
round(com, digits = 4)

# specific variances are calculated 计算特殊因子方差 

psi  = diag(dat) - diag(ld %*% t(ld)) 
round(psi, digits = 4)

方大子

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

Boston Housing

# 旋转后的因子载荷、公共因子方差、特殊因子方差的矩阵 

tbl  = cbind(L_P1 = load[, 1], L_P2 = load[, 2], L_P3 = load[, 3], com, psi) 
round(tbl, digits = 4)

↑ ↑ ↑ ↑ ↑
̂q 1 ̂q 2 ̂q 3

̂h 2
j ̂ψ jj

方大子

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

Boston Housing

graphics.off() 
par(mfcol = c(2, 2)) 
# plot first factor against second 旋转后变量在第一、第二公共因子的散点图 

plot(load[, 1], load[, 2], type = "n", xlab = "x", ylab = "y", main = "Factors21 - theta21",  
     font.main = 1, cex.lab = 1.1, cex.axis = 1.1, cex.main = 1.4, xlim = c(-1, 1), ylim = c(-1, 1), asp = 1) 
text(load[, 1], load[, 2], colnames(data), cex = 1.1) 
abline(h = 0, v = 0, lty = 2) 
# plot first factor against third 旋转后变量在第一、第三公共因子的散点图 

plot(load[, 1], load[, 3], type = "n", xlab = "x", ylab = "y", main = "Factors31 - theta31",  
     font.main = 1, cex.lab = 1.1, cex.axis = 1.1, cex.main = 1.4, xlim = c(-1, 1), ylim = c(-1, 1), asp = 1) 
text(load[, 1], load[, 3], colnames(data), cex = 1.1) 
abline(h = 0, v = 0, lty = 2) 
# plot second factor against third 旋转后变量在第二、第三公共因子的散点图 

plot(load[, 3], load[, 2], type = "n", xlab = "x", ylab = "y", main = "Factors23 - theta24",  
     font.main = 1, cex.lab = 1.1, cex.axis = 1.1, cex.main = 1.4, xlim = c(-1, 1), ylim = c(-1, 1), asp = 1) 
text(load[, 3], load[, 2], colnames(data), cex = 1.1) 
abline(h = 0, v = 0, lty = 2)

方大子

• 例: 我们使用 Boston 房价数据集来说明如何实施因子分析.



Factor Analysis

Boston Housing



Factor Analysis

能力与智力测试 (Ability and Intelligence Tests)

• 例: 对 112 人进行了六项测试，这里给出了计算得出的协方差矩阵.

普通测试: 使用文非言一力

画图: 图片

积木木

迷宫: 迷宫游戏 

阅读: 阅读理解 

词汇: 词汇量

# clear variables and close windows 
rm(list = ls(all = TRUE)) 
graphics.off() 
options(digits = 2) 
?ability.cov 
ability.cov



Factor Analysis

# 利用函数 cov2cor 计算相关矩阵 

x = ability.cov$cov # 读入协方差矩阵数据 

cor_x = cov2cor(x) # 利用协方差矩阵计算相关矩阵 

cor_x

能力与智力测试 (Ability and Intelligence Tests)

• 例: 对 112 人进行了六项测试，这里给出了计算得出的协方差矩阵.



Factor Analysis

library(psych) 
?fa.parallel # fa.parallel 的帮助文件: 数据或相关矩阵的碎石图 

fa.parallel(cor_x, n.obs = 112, fa = "both", n.iter = 100, main = "Scree plots with parallel analysis")

确定需要提取的公因子

公因子个数: .k = 2

能力与智力测试 (Ability and Intelligence Tests)

• 例: 对 112 人进行了六项测试，这里给出了计算得出的协方差矩阵.



Factor Analysis

?fa # fa 函数的帮助文件：因子分析

使用子

能力与智力测试 (Ability and Intelligence Tests)

• 例: 对 112 人进行了六项测试，这里给出了计算得出的协方差矩阵.



Factor Analysis

使用子

fa_x = fa(cor_x, nfactors = 2, n.obs = 112, rotate = "none", fm = "pa", scores = "regression" ) 
fa_x

相关矩阵或原始数据矩阵

拟提取的因子数

观测值的个数

旋转方法："none", "varimax", "quartimax", "bentlerT", 

"equamax", "varimin", "geominT" and "bifactor" 是正

交旋转. "Promax", "promax", "oblimin", "simplimax", 
"bentlerQ, "geominQ" and "biquartimin" and "cluster" 
是斜交旋转.

提取因子的方法："minres" 极小
残差方法，"wls" 加权最小二乘方
法，"gls" 广义加权最小二乘方
法，"pa" 主因子方法，"ml" 极大
似然方法.

因子得分的计算方法："regression" , 
"Thurstone", "Anderson" and "Bartlett".

能力与智力测试 (Ability and Intelligence Tests)

• 例: 对 112 人进行了六项测试，这里给出了计算得出的协方差矩阵.



Factor Analysis

能力与智力测试 (Ability and Intelligence Tests)

因子载荷

两个因子解释了 60% 的方差.

因子载荷的意义不好解释，考虑因子旋转！



Factor Analysis

# 正交旋转 

fa_x.varimax = fa(cor_x, nfactors = 2, n.obs = 112, rotate = "varimax", fm = "pa", scores = "regression" ) 
fa_x.varimax

正交旋转

能力与智力测试 (Ability and Intelligence Tests)

• 例: 对 112 人进行了六项测试，这里给出了计算得出的协方差矩阵.



Factor Analysis

能力与智力测试 (Ability and Intelligence Tests)



Factor Analysis

# 正交旋转效果图 

graphics.off() 
par(mfrow = c(1, 2)) 
factor.plot(fa_x.varimax, labels = rownames(fa_x.varimax$loadings)) 
fa.diagram(fa_x.varimax, simple = TRUE)

正交旋转

能力与智力测试 (Ability and Intelligence Tests)

• 例: 对 112 人进行了六项测试，这里给出了计算得出的协方差矩阵.



Factor Analysis

语言智力因子

非语言智力因子

能力与智力测试 (Ability and Intelligence Tests)


