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大纲

因子分析 (Factor Analysis)

正交因子模型 (The Orthogonal Factor Model) 

因子模型的估计 (Estimation of the Factor Model) 

因子得分与策略 (Factor Scores and Strategies) 

波士顿住房数据 (Boston Housing) 

能力与智力测试 (Ability and Intelligence Tests)



Factor Analysis

前言 (Preface)

• 将 (多元变量表示的) 相关信息看作来自有限数量的潜在因子进行建模.

‣ 例如，一一月 水



p

X

‣ 在整个调查过程中，  的  个组成部分的变化和协变，实际上可能由家庭的两

到三个主要社会行子

X p

对舒适的基本需求 

追求一定社会地位的意愿 

其他社会潜在因素

‣ 对于社会学家而言无比

 力(X)

‣ 它们能让人行

‣ 这一子心





Factor Analysis

前言 (Preface)

• 将 (多元变量表示的) 相关信息看作来自有限数量的潜在因子进行建模.

‣ 因子目

① 如何提供一

② 如何解释所得到的模型?

‣ 本章的核心

‣ 然而里用角一子

  大方子



X p



Factor Analysis

正交因子模型 (The Orthogonal Factor Model)

• 因子分析 (factor analysis) 的目的是使用较少的变量 (即所谓的因子) 来解释数据矩阵  

中  个变量的结果.

𝒳

p

‣ 理想情况下，数据矩阵  中的所有信息都可以由数量更少的因子𝒳

‣ 这些因子 无x ∈ ℝp

x =

x1
x2
⋮
xp

xj =
k

∑
ℓ=1

(qjℓ fℓ) + μj , j = 1, 2, …, p

因子， , 且 ℓ = 1, 2, …, k k ⋘ p

x1
x2
⋮
xp

=

q11 f1 + q12 f2 + ⋯ + q1k fk + μ1

q21 f1 + q22 f2 + ⋯ + q2k fk + μ2
⋮

qp1 f1 + qp2 f2 + ⋯ + qpk fk + μp

=

q11 q12 ⋯ q1k
q21 q22 ⋯ q2k
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

qp1 qp2 ⋯ qpk

f1
f2
⋮
fk

+

μ1
μ2
⋮
μp

X = 𝒬 F + μ



Factor Analysis

正交因子模型 (The Orthogonal Factor Model)

• 因子分析 (factor analysis) 的目的是使用较少的变量 (即所谓的因子) 来解释数据矩阵  

中  个变量的结果.

𝒳

p

‣ 模型的矩阵形式:

X = 𝒬 F + μ

‣ 在使用子子 心F

E(F) = 0 , Var(F) = ℐk



Factor Analysis

正交因子模型 (The Orthogonal Factor Model)

• 事实上，通过主成分 (principal components) 来创建观测数据的一种表征是可行的.

‣ 设 ， .E(X) = μ Var(X) = Σ

‣ 如果  的后  个特征值为零，我们可以将  表示为因子 Σ p − k X X = 𝒬  

‣  的谱分解为 .Σ Σ = ΓΛΓT

‣ 假设  且 .λ1 ≥ λ2 ≥ ⋯ ≥ λk > 0 λk+1 = ⋯ = λp = 0

⟹ Σ = ΓΛΓT = (Γ1 Γ2) (Λ1 0
0 0) (ΓT

1

ΓT
2 ) =

k

∑
ℓ=1

λℓγℓγT
ℓ



Factor Analysis

正交因子模型 (The Orthogonal Factor Model)

• 事实上，通过主成分 (principal components) 来创建观测数据的一种表征是可行的.

‣ 主成分由  定义.Y = ΓT (X − μ)

⟹ Y = (Y1
Y2) = ΓT (X − μ) = (ΓT

1

ΓT
2 ) (X − μ) ∼ (0 , (Λ1 0

0 0))
  具有奇异分布，其均值和协方差矩阵均为零.⟹ Y2

⟹ ΓY = ΓΓT (X − μ)
ℐ

= X − μ

⟹ X − μ = ΓY = (Γ1 Γ2) (Y1
Y2) = Γ1Y1 + Γ2Y2 = Γ1Y1

⟹ X = Γ1Y1 + μ = Γ1 Λ1/2 Λ−1/2 Y1 + μ

𝒬 F
E(F) = 0 , Var(F) = ℐk

⟹ X = 𝒬F + μ



Factor Analysis

正交因子模型 (The Orthogonal Factor Model)

• 对模型: , 注意到X = 𝒬 F + μ

Σ = E [(X − μ)(X − μ)T]
= E [(𝒬F + μ − μ)(𝒬F + μ − μ)T]
= 𝒬 E (FFT) 𝒬T Var(F) = ℐk

= 𝒬𝒬T =
k

∑
j=1

λjγjγT
j

‣ 这说明变量  可以由  个  不相关因子X k (k < p)

‣ 然而用

‣ 在实际中，协方



Factor Analysis

正交因子模型 (The Orthogonal Factor Model)

• 在因子分析 (factor analysis) 中，常见做法是将因子的影响分为公共影响和特殊影响.

‣ 存在对  所有组成部分都通用大子X

‣ 也存在一用 子X

‣ 实践中使用子

X = 𝒬 F + U + μ

 公共因子Fk×1
 公因子载荷𝒬p×k

 特殊因子Up×1

‣ 假设:

E (F) = 0
Var (F) = ℐk

E (U) = 0

Cov (Ui , Uj) = 0 , i ≠ j

Cov (F , U) = 0

Var(U) ≜ Ψ =

ψ11
ψ22

⋱
ψpp



Factor Analysis

正交因子模型 (The Orthogonal Factor Model)

正交因子模型 

        
   

 

随机向量  与  是不可观测且不相关的.

X = 𝒬 F + U + μ
(p × 1) (p × k) (k × 1) (p × 1) (p × 1)

μj = 第 j 个变量的均值
Uj = 第 j 个特殊因子
Fℓ = 第 ℓ 个公共因子
qjℓ = 第 j 个变量在第 ℓ 个公共因子上的载荷

F U



Factor Analysis

正交因子模型 (The Orthogonal Factor Model)

X1
X2
⋮
Xp

=

q11 q12 ⋯ q1k
q21 q22 ⋯ q2k
⋮ ⋮ ⋮

qp1 qp2 ⋯ qpk

F1
F2
⋮
Fk

+

U1
U2
⋮

Up

+

μ1
μ2
⋮
μp

⟹ Xj = qj1F1 + qj2F2 + ⋯ + qjkFk + Uj + μj

=
k

∑
ℓ=1

qjℓFℓ + Uj + μj , j = 1, 2, …, p

⟹ σXjXj
= Var (Xj) =

k

∑
ℓ=1

q2
jℓ Var (Fℓ) + Var (Uj)

Var(F) = ℐk

Var(U) ≜ Ψ =

ψ11
ψ22

⋱
ψpp

=
k

∑
ℓ=1

q2
jℓ + ψjj

公因子方差: h2
j =

k

∑
ℓ=1

q2
jℓ 特殊因子方差: ψjj



Factor Analysis

正交因子模型 (The Orthogonal Factor Model)

Var(X) = Σ = E [(X − μ)(X − μ)T] = E [(𝒬F + U)(𝒬F + U)T]

= E [(𝒬F + U)(FT𝒬T + UT)] = E (𝒬FFT𝒬T + 𝒬FUT + UFT𝒬T + UUT)
= 𝒬 E (FFT) 𝒬T + E (UUT) = 𝒬 Var (F) 𝒬T + Var (U) = 𝒬𝒬T + Ψ

‣ 从某种意义上说，因子大 用子

 一

 入

p

F X

U

‣ 调整特殊因子

‣ 因子

‣ 如果这些假设不成立
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正交因子模型 (The Orthogonal Factor Model)

• 虽然主成分分析和因子分析可能存在关联，但它们在本质上有很大差异.

‣ 主成分是对  进行方大小用X

‣ 在因子分析中，通过有限数量的潜在因子 行X

• 因子分析的目标是找到载荷矩阵  和特殊方差矩阵 .𝒬 Ψ

‣  和  的估计是从协方 𝒬 Ψ Σ = 𝒬𝒬 
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正交因子模型 (The Orthogonal Factor Model)

• 因子的解释

‣ 假设包含  个因子子  大

 子

k X p

k

‣ 接下来顺理成章的一

ρ
FℓXj

, ℓ = 1, 2, …, k ; j = 1, 2, …, p

‣ 为了解释 ，先计算它与原始变量  的相关性是有意义的.Fℓ Xj



Factor Analysis

正交因子模型 (The Orthogonal Factor Model)

• 因子的解释

ΣXF = Var (X , F)

X = 𝒬 F + U + μ

= E [(X − μ) FT] = E [(𝒬F + U) FT]
= E (𝒬FFT + UFT) = 𝒬 E (FFT) + E (UFT) = 𝒬

⟹ 相关矩阵为 PXF = D−1/2𝒬

D =

σX1X1

σX2X2

⋱
σXpXp

ρ
FℓXj

‣ 与主成分分析 (PCA) 类似，可以作一



子 用

X1, X2, …, Xp

F1, F2, …, Fk



Factor Analysis

正交因子模型 (The Orthogonal Factor Model)

• 尺度不变性

‣ 如果将  的度量尺度变为  会发生X Y = 𝒞

𝒞 =

c1
c2

⋱
cp

‣ 如果对于 ，含有  个因子子立  X k 𝒬  𝒬 Ψ = ΨX

Xj =
k

∑
ℓ=1

qjℓFℓ + Uj + μj , j = 1, 2, …, p

⟹ Var(Y) = Var(𝒞X) = 𝒞 Var(X) 𝒞T = 𝒞Σ𝒞T = 𝒞 (𝒬X𝒬T
X + ΨX) 𝒞T

Σ = 𝒬X𝒬T
X + ΨX

= 𝒞𝒬X𝒬T
X𝒞T + 𝒞ΨX𝒞T 𝒬Y ≜ 𝒞𝒬X , ΨY = 𝒞ΨX𝒞T= 𝒬Y𝒬T

Y + ΨY

‣ 则对于 ，同样含有  个因子子立  Y k 𝒬  𝒞𝒬 ΨY = 𝒞𝒞



Factor Analysis

正交因子模型 (The Orthogonal Factor Model)

• 尺度不变性

‣ 在实际应用 方 

而非方

𝒬 Ψ X

Σ

‣ 这对应于对  的线性变换进行子X

Y = D−1/2 (X − μ)
‣ 目 方 𝒬 ΨY

P = 𝒬Y 𝒬T
Y + ΨY

P 是 X 是的相关矩阵

‣ 此时，对因子 行F

PXF = PYF = 𝒬Y



Factor Analysis

正交因子模型 (The Orthogonal Factor Model)

• 尺度不变性

Y = D−1/2 (X − μ) ⟹ 𝒬Y = D−1/2 𝒬X

⟹ 𝒬X = D1/2 𝒬Y

模型的载荷，其中  以其原始度

量单位表示.

X

⟹ ΨY = D−1/2 ΨX D−1/2

⟹ ΨX = D1/2 ΨY D1/2

模型的特殊方差，其中  以其原

始度量单位表示.

X

‣ 注意：尽管因子分析模型  具有尺度不变性，但实际估计出的因子



X = 𝒬   
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正交因子模型 (The Orthogonal Factor Model)

• 因子载荷不唯一

X = 𝒬 F + U + μ
(p × 1) (p × k) (k × 1) (p × 1) (p × 1)

‣ 设  为一 𝒢 𝒢 𝒢  𝒢 𝒢 

⟹ X = 𝒬 F + U + μ = 𝒬 (𝒢𝒢T) F + U + μ

= (𝒬𝒢) (𝒢TF) + U + μ

‣ 这意味着，如果针对  的具有因子   子立

子   子立

X F 𝒬 k

𝒬 𝒬𝒢 k

‣ 因子载荷不唯一！

‣ 在实际应用用一



Factor Analysis

正交因子模型 (The Orthogonal Factor Model)

• 因子载荷不唯一

‣ 用 行F

‣ 新坐标系中第一方一行

‣ 我们将证明，选择合适的旋转方一 𝒬𝒢

‣ 我们已经看到，因子子

‣ 因此，寻找能够使得因子大方



Factor Analysis

正交因子模型 (The Orthogonal Factor Model)

• 因子载荷不唯一

‣ 从数值计算的角一一

‣ 我们必须找到满足 方𝒬 Ψ

Σ = 𝒬𝒬T + Ψ

‣ 由于解的多样性，不存在直接的数值算法能解决这个问题.

‣ 一行方一一

‣ 然后，我们利用一



Factor Analysis

正交因子模型 (The Orthogonal Factor Model)

• 因子载荷不唯一

‣ 一而见

𝒬TΨ−1𝒬 是对角阵, 或者 𝒬TD−1𝒬 是对角阵.
‣ 通常施加的约束条件是

‣ 无 Σ = 𝒬𝒬 

𝒬p×k 有 p × k 个参数

Ψp×p 有 p 个参数

‣ 因此，我们需要确定  个参数的值！pk + p

‣ 由于要求  或  是对角 𝒬𝒬 𝒬𝒬
1
2

k(k − 1)
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正交因子模型 (The Orthogonal Factor Model)

• 因子载荷不唯一

‣ 所以，含有  个因子一自k

d = (Σ 无约束条件时的参数个数) − (Σ 有约束条件时的参数个数)
=

1
2

p(p + 1) − (pk + p −
1
2

k(k − 1))
=

1
2

(p − k)2 −
1
2

(p + k)

‣ 如果 ，该模型不确定：  有无d < 0 Σ = 𝒬𝒬 

因子模型的参数数量比原始模型的参数数量多.

或者，因子数量  相对于  “过大”.k p
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正交因子模型 (The Orthogonal Factor Model)

• 因子载荷不唯一

‣ 所以，含有  个因子一自k

d = (Σ 无约束条件时的参数个数) − (Σ 有约束条件时的参数个数)
=

1
2

p(p + 1) − (pk + p −
1
2

k(k − 1))
=

1
2

(p − k)2 −
1
2

(p + k)

‣ 在某些情况下， ：该问题存在唯一d = 0



Factor Analysis

正交因子模型 (The Orthogonal Factor Model)

• 因子载荷不唯一

‣ 所以，含有  个因子一自k

d = (Σ 无约束条件时的参数个数) − (Σ 有约束条件时的参数个数)
=

1
2

p(p + 1) − (pk + p −
1
2

k(k − 1))
=

1
2

(p − k)2 −
1
2

(p + k)

‣ 在实际中，我们通常会遇到  的情况：方



d > 0

‣ 此时会使用 一 Σ 𝒬𝒬 

‣ 参数估计的方一



Factor Analysis

正交因子模型 (The Orthogonal Factor Model)

• 因子载荷不唯一

‣ 评估自 子

子

d

p = 4, k = 1
d =

1
2

(p − k)2 −
1
2

(p + k) d = 2 > 0

 只有单一因子模型能给出一个近似解.⟹
p = 4, k = 2

d = − 1 < 0d =
1
2

(p − k)2 −
1
2

(p + k)

 我们无法确定一个包含两个因子的因子模型.⟹
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正交因子模型 (The Orthogonal Factor Model)

• 因子载荷不唯一

‣ 评估自 子

子

d

p = 6, k = 1
d =

1
2

(p − k)2 −
1
2

(p + k) d = 6 > 0

p = 6, k = 2
d = 4 > 0

 具有 1 个和 2 个因子的模型可提供近似解.⟹

p = 6, k = 3
d =

1
2

(p − k)2 −
1
2

(p + k) d = 0

 具有三个因子的模型会有唯一解 (不考虑旋转的情况).⟹

p = 6, k = 4
d =

1
2

(p − k)2 −
1
2

(p + k) d = − 3 < 0

 不允许使用具有 4 个或更多因子的模型.⟹
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• 例: 设  及 , 则p = 3 k = 1

⟹ Σ = (
σ11 σ12 σ13
σ21 σ22 σ23
σ31 σ32 σ33

) =
q1
q2
q3

(q1 q2 q3) +
ψ11

ψ22
ψ33

Σ = 𝒬𝒬T + Ψ

d =
1
2

(p − k)2 −
1
2

(p + k) = 0

⟹ Σ = (
σ11 σ12 σ13
σ21 σ22 σ23
σ31 σ32 σ33

) =
q2

1 + ψ11 q1q2 q1q3

q1q2 q2
2 + ψ22 q2q3

q1q3 q2q3 q2
3 + ψ33

⟹ q2
1 =

σ12σ13

σ23
; q2

2 =
σ12σ23

σ13
; q2

3 =
σ13σ23

σ12

ψ11 = σ11 − q2
1 ; ψ22 = σ22 − q2

2 ; ψ33 = σ33 − q2
3

‣ 在这种特定情况  下，唯一

方

(k = 1) 𝒢  

−𝒬

正交因子模型 (The Orthogonal Factor Model)



Factor Analysis

• 例: 设  及 , 则p = 3 k = 1

⟹ Σ = (
σ11 σ12 σ13
σ21 σ22 σ23
σ31 σ32 σ33

) =
q1
q2
q3

(q1 q2 q3) +
ψ11

ψ22
ψ33

Σ = 𝒬𝒬T + Ψ

d =
1
2

(p − k)2 −
1
2

(p + k) = 0

⟹ Σ = (
σ11 σ12 σ13
σ21 σ22 σ23
σ31 σ32 σ33

) =
q2

1 + ψ11 q1q2 q1q3

q1q2 q2
2 + ψ22 q2q3

q1q3 q2q3 q2
3 + ψ33

⟹ q2
1 =

σ12σ13

σ23
; q2

2 =
σ12σ23

σ13
; q2

3 =
σ13σ23

σ12

ψ11 = σ11 − q2
1 ; ψ22 = σ22 − q2

2 ; ψ33 = σ33 − q2
3

正交因子模型 (The Orthogonal Factor Model)

‣ 该解决方一无一角而

言
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• 例: 现在假设  及 , 则p = 2 k = 1

d =
1
2

(p − k)2 −
1
2

(p + k) = − 1 < 0

⟹ Σ = (1 ρ
ρ 1) = (q1

q2) (q1 q2) + (ψ11
ψ22) = (q2

1 + ψ11 q1q2

q1q2 q2
2 + ψ22)Σ = 𝒬𝒬T + Ψ

⟹ q1 = α ; q2 =
ρ
α

; ψ11 = 1 − α2 ; ψ22 = 1 − ( ρ
α )

2

; ∀α ∈ (ρ , 1)

有无数个解！

即便在存在唯一 (d = 0)
!

正交因子模型 (The Orthogonal Factor Model)


