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已学知识点 (Recap)

第 10 章 数据矩阵的因子分解

10.1 几何的角度

‣  的每一行 (观测点)  是  中的一个向量. 所以  是  中的  个点.𝒳 xT
i ℝp 𝒳 ℝp n

𝒳n×p =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

=

xT
1

xT
2
⋮
xT

p

= (x[1] x[2] ⋯ x[p])

‣  的每一列 (变量)  是  中的一个向量. 所以  是  中的  个点.𝒳 x[ j] ℝn 𝒳 ℝn p



已学知识点 (Recap)

‣ 通过将每一个  维观测点投影到更低维度的空间上以图形

方式表示.

p
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⋮ ⋮ ⋱ ⋮
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xT
2
⋮
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p

= (x[1] x[2] ⋯ x[p])

10.2 拟合  维数据点p

‣ 第一个主因子轴  确定了一条过原点的直线 . 这条直线通过使正交距离  

最小化而得到. 因子  由矩阵  的最大特征值对应的特征向量确定.  维观测点在直线

上的坐标由  给出.

u1 F1

n

∑
i=1

xi − pxi

2

u1 𝒳T𝒳 p

z1 = 𝒳u1

‣ 第二个主因子轴  由矩阵  的第二大特征值对应的特征向量确定.  维观测点在平面上

的坐标由  与  给出.

u2 𝒳T𝒳 p

z1 = 𝒳u1 z2 = 𝒳u2

‣ 前  个主因子轴  由矩阵  的前  个大特征值对应的特征向量确定.  维观

测点在  维子空间上的坐标由  给出.

q u1, u2, …, , uq 𝒳T𝒳 q p

q z1 = 𝒳u1, z2 = 𝒳u2, …, zq = 𝒳uq



已学知识点 (Recap)

‣ 通过将每一个  维变量点投影到更低维度的空间上以图形

方式表示.

n
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𝒳n×p =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

=

xT
1

xT
2
⋮
xT

p

= (x[1] x[2] ⋯ x[p])

10.3 拟合  维变量点n

‣ 第一个主因子轴  确定了一条过原点的直线 . 该直线通过使正交距离  

最小化而得到. 因子  由矩阵  的最大特征值对应的特征向量确定.  维变量点在直线

上的坐标由  给出.

v1 G1

p

∑
j=1

x[ j] − px[ j]

2

v1 𝒳𝒳T n

w1 = 𝒳Tv1

‣ 第二个主因子轴  由矩阵  的第二大特征值对应的特征向量确定.  维变量点在平面上

的坐标由  与  给出.

v2 𝒳𝒳T n

w1 = 𝒳Tv1 w2 = 𝒳Tv2

‣ 前  个主因子轴  的方向由矩阵  的前  个大特征值对应的特征向量确定. 

 维变量点在  维子空间上的坐标由  给出.

q v1, v2, …, , vq 𝒳𝒳T q

n q w1 = 𝒳Tv1, w2 = 𝒳Tv2, …, wq = 𝒳Tvq



已学知识点 (Recap)

‣ 矩阵  与  有相同的非零特征值 ，其

中 .

𝒳T𝒳 𝒳𝒳T λ1, λ2, …, λr

r = rank(𝒳)
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𝒳n×p =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

=

xT
1

xT
2
⋮
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p

= (x[1] x[2] ⋯ x[p])

10.4 两个子空间的关系

‣ 矩阵  的特征向量可以由矩阵  的特征向量计算得出，反之亦然： 𝒳T𝒳 𝒳𝒳T

uk =
1
λk

𝒳T vk , vk =
1
λk

𝒳 uk .

‣  的变量 (列) 点在  维子空间中的坐标可以很容易地通过  计算得到.𝒳 q wk = λk uk



已学知识点 (Recap)

‣ 具体实施数据矩阵的因子分解时，要计算矩阵  的特

征值  以及对应的特征向量 .  

通过绘制  与  的关系图 (如果需要的话，还可以绘制与  的关系

图)，即可得到  个观测点的可视化表示. 通过绘制  与  的关系图 (如

果需要的话，还可以绘制与   的关系图)，即可得到  个变量点的可视化表示.

𝒳T𝒳

λ1, λ2, …, λp u1, u2, …, , up

z1 = 𝒳u1 z2 = 𝒳u2 z3 = 𝒳u3

n w1 = λ1 u1 w2 = λ2 u2

w3 = λ3 u3 p
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⋮
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10.5 实际计算

‣ 因子表示于  维子空间的质量可以用前  个因子的惯性百分比  来评价，其中 q q τq

τq =
λ1 + ⋯ + λq

λ1 + ⋯ + λq + λq+1 + ⋯ + λp
.



Principal Components Analysis

概述

第 11 章  主成分分析 (Principal Components Analysis, PCA)

标准线性组合 (Standardized Linear Combination) 

实践中的主成分 (Principal Components in Practice) 

主成分的解释 (Interpretation of the PCs) 

主成分的渐进性质 (Asymptotic Properties of the PCs) 

归一化主成分分析 (Normalized Principal Components Analysis) 

作为因子分析方法的主成分 (Principal Components as a Factorial Method) 

共同主成分 (Common Principal Components) 

波士顿房屋数据 (Boston Housing) 

美国公司数据集 (U.S. Companies Data)



Principal Components Analysis

引言

• 讨论多元数据集的降维问题.

‣ 数据矩阵  的行  𝒳 p X

𝒳 =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

=

xT
1

xT
2

⋯
xT

n

X1 X2 ⋯ Xp = X
↓ ↓ ⋯ ↓

‣ 对  进行心X

‣ 目

(2) 用

‣ 更准确地说，寻找能在  的观测值之间产生大方X

‣ 介绍主成分背后的基本思想和技术要素.

‣ 如何通过研究主成分与  的初始变量之间的相关性来解释主成分.X

‣ 主成分的统计推断方

‣ 讨论主成分的标准化版本.

‣ 示例.



Principal Components Analysis

标准线性组合 (Standardized Linear Combination)

• 研究下述加权平均

δTX =
p

∑
j=1

δjXj = δ1X1 + δ2X2 + ⋯ + δpXp , such that
p

∑
j=1

δ2
j = 1

SLC: 标准线性组合

• 选择什么样的 SLC (线性组合)?

max
{δ: δ =1}

Var (δTX) = max
{δ: δ =1}

δTVar (X) δ

• 通过协方差矩阵的谱分解，可以找到  的那些有趣的 “方向”.δ

•  由与协方差矩阵  的最大特征值  对应的特征向量  给出.δ Σ = Var(X) λ1 γ1



Principal Components Analysis

par(mfrow=c(3, 1)) 
set.seed(1963) 
x <- rnorm(50) 
y = 0.8 * x + rnorm(50, 0, 1/2) 
a <- 0.5 
plot(x, y, xlim = c(-4, 4), ylim = c(-5, 5), axes = FALSE, xlab = '', ylab = '', cex = 2) 
axis(1, at = -4:4) 
axis(2, at = -5:5) 
abline(0, a, col = 2, lwd = 2) 
y.lm <- lm(y ~ x) 
b <- coef(y.lm)[2] 
abline(0, b, col = 3, lty = 2) 
title(main = 'Direction in Data', cex.main = 2) 

proj_x <- (x + a * y) / (1 + a^2) 
plot(proj_x, rep(0, 50), xlim = c(-4, 4), ylim = c(-1, 1), axes = FALSE, xlab = '', ylab = '', cex = 2) 
axis(1, at = -4:4) 
axis(2, at = -1:1) 
title(main = 'Projection', cex.main = 2) 

plot(proj_x, rep(0, 50), xlim = c(-4, 4), ylim = c(-1, 1), axes = FALSE, xlab = '', ylab = '', type = 'n') 
text(-2, 0.5, adj = 0, 'Explained Variance: 0.3119', cex = 2) 
text(-2, 0, adj = 0, 'Total Variance: 1.1256', cex = 2) 
text(-2, -0.5, adj = 0, 'Explained Percentage: 0.2771', cex = 2)

标准线性组合 (Standardized Linear Combination)

‣ 一



Principal Components Analysis

‣ 投影能够反映同一大方

标准线性组合 (Standardized Linear Combination)

par(mfrow=c(3, 1)) 
set.seed(1963) 
x <- rnorm(50) 
y = 0.8 * x + rnorm(50, 0, 1/2) 
plot(x, y, xlim = c(-4, 4), ylim = c(-5, 5), axes = FALSE, xlab = '', ylab = '', cex = 2) 
axis(1, at = -4:4) 
axis(2, at = -5:5) 
y.lm <- lm(y ~ x) 
abline(y.lm, col=2, lwd=2) 
title(main = 'Direction in Data', cex.main = 2) 

a <- coef(y.lm)[2] 
proj_x <- (x + a * y) / (1 + a^2) 
plot(proj_x, rep(0, 50), xlim = c(-4, 4), ylim = c(-1, 1), axes = FALSE, xlab = '', ylab = '', cex = 2) 
axis(1, at = -4:4) 
axis(2, at = -1:1) 
title(main = 'Projection', cex.main = 2) 

plot(proj_x, rep(0, 50), xlim = c(-4, 4), ylim = c(-1, 1), axes = FALSE, xlab = '', ylab = '', type = 'n') 
text(-2, 0.5, adj = 0, 'Explained Variance: 0.8889', cex = 2) 
text(-2, 0, adj = 0, 'Total Variance: 1.1256', cex = 2) 
text(-2, -0.5, adj = 0, 'Explained Percentage: 0.7898', cex = 2)



Principal Components Analysis

标准线性组合 (Standardized Linear Combination)

• 应该选择哪个SLC?

max
{δ: δ =1}

Var (δTX) = max
{δ: δ =1}

δTVar (X) δ

‣ 方大一 y1 = γT
1 X

‣ 与  的方二大方 二γ1 y2 = γT
2 X

‣ 以这种方行用 方



E(X) = μ

Var(X) = Σ = ΓΛΓT X

Y = ΓT (X − μ)

Λ =

λ1

λ2
⋱

λp

Γ = (γ1 , γ2 , ⋯γp)



Principal Components Analysis

标准线性组合 (Standardized Linear Combination)

• 例: 设  且X ∼ N2 (0, Σ)

Σ = (1 ρ
ρ 1) , ρ > 0

‣  的特征值为Σ

λ1 = 1 + ρ , λ2 = 1 − ρ

‣ 对应的特征向量是

γ1 =
2

2

2
2

, γ2 =
2

2

−
2

2

‣ 则主成分变换为

Y = ΓT (X − μ) =
2

2
2

2

2
2 −

2
2

(X1
X2) =

2
2 (X1 + X2)
2

2 (X1 − X2)



Principal Components Analysis

‣ 第一Y1 =
2

2 (X1 + X2)

‣ 第二Y2 =
2

2 (X1 − X2)

Var (Y1) = Var [ 2
2 (X1 + X2)]=

1
2

Var (X1 + X2)

=
1
2 [Var (X1) + Var (X2) + 2Cov (X1, X2)]

=
1
2 (1 + 1 + 2ρ) = 1 + ρ = λ1

Var (Y2) = 1 − ρ = λ2

标准线性组合 (Standardized Linear Combination)

• 例: 设  且X ∼ N2 (0, Σ)

Σ = (1 ρ
ρ 1) , ρ > 0



Principal Components Analysis

标准线性组合 (Standardized Linear Combination)

定理 11.1 对给定的 ，设  为主成分变换. 则 

 

 

 

 

 

X ∼ (μ , Σ) Y = ΓT (X − μ)
E (Yj) = 0 , j = 1, 2, …, p

Var (Yj) = λj , j = 1, 2, …, p

Cov (Yi , Yj) = 0 , i ≠ j

Var (Y1) ≥ Var (Y2) ≥ ⋯ ≥ Var (Yp) ≥ 0

p

∑
j=1

Var (Yj) = tr(Σ)

p

∏
j=1

Var (Yj) = Σ



Principal Components Analysis

标准线性组合 (Standardized Linear Combination)

定理 11.2 不存在方大 λ1 = Var (Y1)
定理 11.3 如果  是与  的前  个主成分不相关的标准线性组合，则当  为第 

 个主成分时可使其方大

Y = aTX X k Y

(k + 1)
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主成分的应用 (Principal Components in Practice)

• 在实践中，主成分变换要用到相应的估计量：  用  替换，  用  替换，等等.μ x Σ 𝒮

‣ 如果  是  的首首 g1 𝒮 y1 = (𝒳  

‣ 一而言  𝒮 𝒮  𝒢  𝒢

𝒴 = (𝒳 − 1nxT) 𝒢 ℒ =

ℓ1

ℓ2
⋱

ℓp

𝒢 = (g1 , g2 , ⋯gp)
𝒮𝒴 =

1
n

𝒴Tℋ𝒴

Centering matrix: ℋ = ℐ −
1
n

1n1T
n

=
1
n

𝒢T (𝒳 − 1nxT)T ℋ (𝒳 − 1nxT) 𝒢
ℋ1nx = 0

=
1
n

𝒢T𝒳Tℋ𝒳𝒢 = 𝒢T ( 1
n

𝒳Tℋ𝒳) 𝒢

= 𝒢T𝒮𝒢 = ℒ ⟹ Var (yi) = ℓi
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主成分的应用 (Principal Components in Practice)

• 主成分分析 (PC) 方法对尺度变化很敏感.

‣ 如果给一一

‣ 这是因为我们作的是协方而非

!
主成分变换应当应用大



Principal Components Analysis

• 例: 银行钞票数据集. 未进行数据的标准化. library(mclust) 
data(banknote) 
str(banknote) 
head(banknote) 
X <- banknote[, 2:7] 
bar_X <- apply(X, 2, mean) 
round(bar_X, digits = 1)

‣  的均值向量为𝒳

x = (214.9 , 130.1 , 130.0 , 9.4 , 10.7 , 140.5)T

‣ 样本协方 n <- dim(X)[1] 
S <- n * var(X) / (n-1) 
round(S, digits = 3)

𝒮 =

0.143 0.032 0.023 −0.104 −0.019 0.085
0.032 0.131 0.109 0.217 0.106 −0.210
0.023 0.109 0.164 0.286 0.131 −0.242

−0.104 0.217 0.286 2.097 0.165 −1.042
−0.019 0.106 0.131 0.165 0.648 −0.552
0.085 −0.210 −0.242 −1.042 −0.552 1.334

主成分的应用 (Principal Components in Practice)



Principal Components Analysis

• 例: 银行钞票数据集. 未进行数据的标准化.
eigen_S <- eigen(S) 
eigen_values <- eigen_S$values 
round(eigen_values, digits = 3)‣  的特征值是𝒮

ℓ = (3.015 , 0.940 , 0.245 , 0.196 , 0.086 , 0.036)T

‣ 对应的特征向量为 eigen_vectors <- eigen_S$vectors 
round(eigen_vectors, digits = 3)

𝒢 =

−0.044 0.011 −0.326 0.562 0.753 0.098
0.112 0.071 −0.259 0.455 −0.347 −0.767
0.139 0.066 −0.345 0.415 −0.535 0.632
0.768 −0.563 −0.218 −0.186 0.100 −0.022
0.202 0.659 −0.557 −0.451 0.102 −0.035

−0.579 −0.489 −0.592 −0.258 −0.084 −0.046

g1 g2 g3 g4 g5 g6
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

主成分的应用 (Principal Components in Practice)



Principal Components Analysis

• 例: 银行钞票数据集. 未进行数据的标准化.

主成分的应用 (Principal Components in Practice)

Y <- X %*% eigen_vectors 
par(mfrow=c(2, 2)) 
plot(Y[1:100, 1], Y[1:100, 2], xlim = c(-52, -45), ylim = c(-50, -43), xlab = 'PC1', ylab = 'PC2', col = 'red', cex = 1.5) 
points(Y[101:200, 1], Y[101:200, 2], col = 'blue', cex = 1.5, pch = 3) 
title(main = 'First vs. Second PC') 

plot(Y[1:100, 2], Y[1:100, 3], xlim = c(-50, -43), ylim = c(-242, -238), xlab = 'PC2', ylab = 'PC3', col = 'red', cex = 1.5) 
points(Y[101:200, 2], Y[101:200, 3], col = 'blue', cex = 1.5, pch = 3) 
title(main = 'Second vs. Third PC') 

plot(Y[1:100, 1], Y[1:100, 3], xlim = c(-52, -45), ylim = c(-242, -238), xlab = 'PC1', ylab = 'PC3', col = 'red', cex = 1.5) 
points(Y[101:200, 1], Y[101:200, 3], col = 'blue', cex = 1.5, pch = 3) 
title(main = 'First vs. Third PC') 

plot(1:6, eigen_values, xlab = 'Index', ylab = 'Lambda', main = 'Eigenvalues of S', cex = 1.5, pch = 16)

genuine

counterfeit



Principal Components Analysis

‣ 不同尺度下的数据集 :𝒳

X_new <- X 
X_new[, 1:3] <- X[, 1:3] / 10 
X_new[, 6] <- X[, 6] / 10 
head(X) 
head(X_new)

主成分的应用 (Principal Components in Practice)

• 为了解主成分对变量尺度变化的敏感程度，假设在银行数据集里，  和 

 以厘米为单位进行测量，而  和  仍以毫米为单位.

X1 , X2 , X3

X6 X4 X5



Principal Components Analysis

‣ 新数据集的协方
S_new <- n * var(X_new) / (n-1) 
round(S_new, digits = 3)

𝒮 =

0.001 0.000 0.000 −0.010 −0.002 0.001
0.000 0.001 0.001 0.022 0.011 −0.002
0.000 0.001 0.002 0.029 0.013 −0.002

−0.010 0.022 0.029 2.097 0.165 −0.104
−0.002 0.011 0.013 0.165 0.648 −0.055
0.001 −0.002 −0.002 −0.104 −0.055 0.013

主成分的应用 (Principal Components in Practice)

‣ 新数据集的均值向量为
bar_X_new <- apply(X_new, 2, mean) 
round(bar_X_new, digits = 1)

x = (21.5 , 13.0 , 13.0 , 9.4 , 10.7 , 14.0)T

• 为了解主成分对变量尺度变化的敏感程度，假设在银行数据集里，  和 

 以厘米为单位进行测量，而  和  仍以毫米为单位.

X1 , X2 , X3

X6 X4 X5



Principal Components Analysis

eigen_S_new <- eigen(S_new) 
eigen_values_new <- 
eigen_S_new$values 
round(eigen_values_new, digits = 4)‣ 新的协方 𝒮

ℓ = (2.1224 , 0.6326 , 0.0047 , 0.0021 , 0.0009 , 0.0004)T

‣ 对应的特征向量是
eigen_vectors_new <- as.matrix(eigen_S_new$vectors) 
round(eigen_vectors, digits = 4)

𝒢 =

−0.0050 −0.0011 −0.0542 0.6325 0.7662 −0.0999
0.0108 0.0128 0.1004 0.5352 −0.3343 0.7690
0.0141 0.0155 0.0629 0.5569 −0.5373 −0.6299
0.9920 −0.1172 −0.0453 −0.0063 0.0085 0.0020
0.1134 0.9905 −0.0762 −0.0118 0.0068 0.0030

−0.0520 −0.0687 −0.9875 0.0564 −0.1112 0.0432

g1 g2 g3 g4 g5 g6
↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

主成分的应用 (Principal Components in Practice)

• 为了解主成分对变量尺度变化的敏感程度，假设在银行数据集里，  和 

 以厘米为单位进行测量，而  和  仍以毫米为单位.

X1 , X2 , X3

X6 X4 X5
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• 为了解主成分对变量尺度变化的敏感程度，假设在银行数据集里，  和 

 以厘米为单位进行测量，而  和  仍以毫米为单位.

X1 , X2 , X3

X6 X4 X5

Y_new <- X_new %*% eigen_vectors_new 
par(mfrow=c(2, 2)) 
plot(Y_new[1:100, 1], Y_new[1:100, 2], xlim = c(7, 14), ylim = c(5, 11), xlab = 'PC1', ylab = 'PC2', col = 'red', cex = 1.5) 
points(Y_new[101:200, 1], Y_new[101:200, 2], col = 'blue', cex = 1.5, pch = 3) 
title(main = 'First vs. Second PC') 

plot(Y_new[1:100, 2], Y_new[1:100, 3], xlim = c(5, 11), ylim = c(-14.3, -13.8), xlab = 'PC2', ylab = 'PC3', col = 'red', cex = 1.5) 
points(Y_new[101:200, 2], Y_new[101:200, 3], col = 'blue', cex = 1.5, pch = 3) 
title(main = 'Second vs. Third PC') 

plot(Y_new[1:100, 1], Y_new[1:100, 3], xlim = c(7, 14), ylim = c(-14.3, -13.8), xlab = 'PC1', ylab = 'PC3', col = 'red', cex = 1.5) 
points(Y_new[101:200, 1], Y_new[101:200, 3], col = 'blue', cex = 1.5, pch = 3) 
title(main = 'First vs. Third PC') 

plot(1:6, eigen_values_new, xlab = 'Index', ylab = 'Lambda', main = 'Eigenvalues of S', cex = 1.5, pch = 16)

genuine

counterfeit

主成分的应用 (Principal Components in Practice)
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‣ 将这些结果与两个  的前两列进行比𝒢

𝒢 =

−0.044 0.011 −0.326 0.562 0.753 0.098
0.112 0.071 −0.259 0.455 −0.347 −0.767
0.139 0.066 −0.345 0.415 −0.535 0.632
0.768 −0.563 −0.218 −0.186 0.100 −0.022
0.202 0.659 −0.557 −0.451 0.102 −0.035

−0.579 −0.489 −0.592 −0.258 −0.084 −0.046

‣ 第一 X4

𝒢 =

−0.0050 −0.0011 −0.0542 0.6325 0.7662 −0.0999
0.0108 0.0128 0.1004 0.5352 −0.3343 0.7690
0.0141 0.0155 0.0629 0.5569 −0.5373 −0.6299
0.9920 −0.1172 −0.0453 −0.0063 0.0085 0.0020
0.1134 0.9905 −0.0762 −0.0118 0.0068 0.0030

−0.0520 −0.0687 −0.9875 0.0564 −0.1112 0.0432

‣ 第二 X5

主成分的应用 (Principal Components in Practice)

• 为了解主成分对变量尺度变化的敏感程度，假设在银行数据集里，  和 

 以厘米为单位进行测量，而  和  仍以毫米为单位.

X1 , X2 , X3

X6 X4 X5

‣ 后面我们将讨论当变量尺度差异过大时，如何选择合理的变量标准化方法.
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主成分的解释 (Interpretation of the PCs)

• 主成分变换的核心思想是找到能够使方差最大化的、最具信息含量的投影.

• 最具信息含量的标准线性组合 (SLC) 由第一个特征向量给出.

‣ 对经过中心行 x

Centered_X <- scale(X, center = TRUE, scale = FALSE) 
S_centered <- n * var(Centered_X) / (n-1) 
eigen_S_centered <- eigen(S_centered) 
lambda <- eigen_S_centered$values 
round(lambda, digits = 3) 
G_centered <- eigen_S_centered$vectors 
round(G_centered, digits = 3)

y1 = − 0.044x1 + 0.112x2 + 0.139x3

+0.768x4 + 0.202x5 − 0.579x6

y2 = 0.011x1 + 0.071x2 + 0.066x3

−0.563x4 + 0.659x5 − 0.489x6

x1 = length
x2 = left height
x3 = right height
x4 = bottom frame
x5 = top frame
x6 = diagonal

第一主成分主要反映底框  与对角线  之

间的差异.

(x4) (x6)

第二主成分主要可以通过顶框  与底框  和对角

线  之和的差值来描述.

(x5) (x4)
(x6)
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−0.563x4 + 0.659x5 − 0.489x6

+0.768x4 + 0.202x5 − 0.579x6

主成分的解释 (Interpretation of the PCs)

• 主成分变换的核心思想是找到能够使方差最大化的、最具信息含量的投影.

• 最具信息含量的标准线性组合 (SLC) 由第一个特征向量给出.

‣ 对经过中心行 x

Centered_X <- scale(X, center = TRUE, scale = FALSE) 
S_centered <- n * var(Centered_X) / (n-1) 
eigen_S_centered <- eigen(S_centered) 
lambda <- eigen_S_centered$values 
round(lambda, digits = 3) 
G_centered <- eigen_S_centered$vectors 
round(G_centered, digits = 3)

y1 = − 0.044x1 + 0.112x2 + 0.139x3

y2 = 0.011x1 + 0.071x2 + 0.066x3

x1 = length
x2 = left height
x3 = right height
x4 = bottom frame
x5 = top frame
x6 = diagonal

主成分的权重告诉我们，在以原始坐标表示的

哪些方向上，能够获得最佳的方差解释.
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+0.768x4 + 0.202x5 − 0.579x6

主成分的解释 (Interpretation of the PCs)

• 主成分变换的核心思想是找到能够使方差最大化的、最具信息含量的投影.

• 最具信息含量的标准线性组合 (SLC) 由第一个特征向量给出.

‣ 对经过中心行 x

Centered_X <- scale(X, center = TRUE, scale = FALSE) 
S_centered <- n * var(Centered_X) / (n-1) 
eigen_S_centered <- eigen(S_centered) 
lambda <- eigen_S_centered$values 
round(lambda, digits = 3) 
G_centered <- eigen_S_centered$vectors 
round(G_centered, digits = 3)

y1 = − 0.044x1 + 0.112x2 + 0.139x3

x1 = length
x2 = left height
x3 = right height
x4 = bottom frame
x5 = top frame
x6 = diagonal

前  个主成分对变异的解释程度可以用相对比

例来衡量：

q

ψq =

q
∑
j=1

λj

p
∑
j=1

λj

=

q
∑
j=1

Var (Yj)
p

∑
j=1

Var (Yj)
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‣ 已解释方比

round(lambda, digits = 3) 
round(cumsum(lambda) / sum(lambda), digits = 3) # cumulative proportions

‣ 第一 (q = 1)

‣ 前两个主成分  解释了 87.6% 的变异.(q = 2)

‣ 前三个主成分  解释了 93.0% 的变异.(q = 3)

‣ 注意: 主成分不具有尺度不变性，例如，从相关矩阵导出的主成分与从协方差矩

阵导出的主成分会给出不同的结果.

主成分的解释 (Interpretation of the PCs)

• 主成分变换的核心思想是找到能够使方差最大化的、最具信息含量的投影.
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‣ 通过碎石方力

m <- dim(X)[2] 
plot(1:m, lambda, xlab = 'Index', ylab = 'Lambda', main = 'The scree plot', cex = 2, pch = 16)

主成分的解释 (Interpretation of the PCs)

• 主成分变换的核心思想是找到能够使方差最大化的、最具信息含量的投影.
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‣ 通过碎石方力

• 主成分变换的核心思想是找到能够使方差最大化的、最具信息含量的投影.

mp <- lambda / sum(lambda) 
plot(1:m, mp, xlab = 'Index', ylab = 'Variance Explained', main = 'Swiss Bank Notes', cex = 2, pch = 16, ylim = c(0, 0.8))

‣ 碎石用比行

主成分的解释 (Interpretation of the PCs)



Principal Components Analysis

• 主成分向量  与初始向量  的协方差矩阵可计算如下：Y X

Cov (X, Y) = E (XYT) − E (X) ⋅ E (YT)
= E (XYT)
= E {X [ΓT (X − μ)]

T}
= E (XXTΓ − XμTΓ)
= E (XXT) Γ − E (X) μTΓ

= E (XXT − μμT) Γ

= Σ Γ

= (ΓΛΓT) Γ

= ΓΛ

主成分的解释 (Interpretation of the PCs)
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• 主成分向量  与初始向量  的协方差矩阵可计算如下：Y X Cov (X, Y) = Γ Λ

‣ 因此，变量  与 主成分  的相关系数  为Xi Yj ρXiYj

ρXiYj
=

Cov (Xi, Yj)
Var (Xi) ⋅ Var (Yj)

‣ 使用

rXiYj
= gij

ℓj

sXiXi

=
γij λj

σXiXi
⋅ σYjYj

= γij
λj

σXiXi
⋅ λj

= γij
λj

σXiXi

主成分的解释 (Interpretation of the PCs)
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‣ 相关性可用 



Yj (j = 1, 2, …, p) Xi (i = 1, 2, …, p)

𝒮 = 𝒢ℒ𝒢T ⟹

s11 s12 ⋯ s1p
s21 s22 ⋯ s2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
sp1 sp2 ⋯ spp

= (g1, g2, …, gp)
ℓ1

ℓ2
⋱

ℓp

gT
1

gT
2
⋮
gT

p

spectral decomposition

= (g1, g2, …, gp)
ℓ1gT

1

ℓ2gT
2

⋮
ℓpgT

p

=

g11 g21 ⋯ gp1
g12 g22 ⋯ gp2

⋮ ⋮ ⋮
g1p g2p ⋯ gpp

ℓ1g11 ℓ1g12 ⋯ ℓ1g1p

ℓ2g21 ℓ2g22 ⋯ ℓ2g2p

⋮ ⋮ ⋮
ℓpgp1 ℓpgp2 ⋯ ℓpgpp

⟹ s11 =
p

∑
j=1

ℓjg2
1j , s22 =

p

∑
j=1

ℓj g2
2j , … , spp =

p

∑
j=1

ℓj g2
pj ⟹ sii = sXiXi

=
p

∑
j=1

ℓjg2
ij

主成分的解释 (Interpretation of the PCs)

• 主成分向量  与初始向量  的协方差矩阵可计算如下：Y X Cov (X, Y) = Γ Λ
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⟹
p

∑
j=1

r2
XiYj

=

p
∑
j=1

(ℓj g2
ij)

sXiXi

rXiYj
= gij

ℓj

sXiXi

=
sXiXi

sXiXi

= 1

‣ 所以，  可以看作是  的方 比r2
XiYj

Xi Yj

主成分的解释 (Interpretation of the PCs)

‣ 相关性可用 



Yj (j = 1, 2, …, p) Xi (i = 1, 2, …, p)
• 主成分向量  与初始向量  的协方差矩阵可计算如下：Y X Cov (X, Y) = Γ Λ
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• 在前两个主成分构成的空间，我们作解释比例，即  关于  的散点图.rXiY1
rXiY2

library(mclust) 
data(banknote) 
x  = banknote[, 2:7] 
n  = nrow(x) 
e  = eigen((n - 1) * cov(x)/n)  # calculates eigenvalues and eigenvectors and sorts them by size 
e1 = e$values/sum(e$values) 

m    = apply(as.matrix(x), 2, mean) 
temp = as.matrix(x - matrix(m, n, ncol(x), byrow = T)) 
r    = temp %*% e$vectors 
r    = cor(cbind(r, x))  # correlation between PCs and variables 
r1   = r[7:12, 1:2]      # correlation of the two most important PCs and variables 

# plot for the correlation of the original variables with the PCs 
ucircle = cbind(cos((0:360)/180 * pi), sin((0:360)/180 * pi)) 
plot(ucircle, type = "l", lty = "solid", col = "blue", xlab = "First PC", ylab = "Second PC",  
     main = "Swiss Bank Notes", cex.lab = 1.2, cex.axis = 1.2, cex.main = 1.8, lwd = 2, asp = 1) 
abline(h = 0, v = 0) 
label = c("X1", "X2", "X3", "X4", "X5", "X6") 
text(r1, label, cex = 1.2) 

主成分的解释 (Interpretation of the PCs)
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• 在前两个主成分构成的空间，我们作解释比例，即  关于  的散点图.rXiY1
rXiY2

‣ 图形展示了哪些原始变量与主成分  和  的相关性最强.Y1 Y2

因为 ，散点总

位于半径为 1 的单位圆内.

r2
XiY1

+ r2
XiY2

≤ 1

主成分的解释 (Interpretation of the PCs)
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变量  和  对应的相关性

接近圆的边缘，说明前两个主

成分能很好地解释它们.

X4, X5 X6

第一主成分本质上是  与 

 之间的差值.

X4

X6

主成分的解释 (Interpretation of the PCs)

• 在前两个主成分构成的空间，我们作解释比例，即  关于  的散点图.rXiY1
rXiY2

‣ 图形展示了哪些原始变量与主成分  和  的相关性最强.Y1 Y2

第二主成分可以很好地用  与 

 和  之和的差值来描述.

X5

X4 X6
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srs <- array(0, dim = 6) 
for (i in 1:6) srs[i] = r1[i, 1]^2 + r1[i, 2]^2 
round(cbind(r1, ss = srs), digits = 3)

‣ 初始变量  与前两个主成分的相关系数是Xi

rXiY1
rXiY2

r2
XiY1

+ r2
XiY2

前两个主成分解释  (以及 ) 

的方差的比例相对较小.

X1 X2, X3

主成分的解释 (Interpretation of the PCs)

• 在前两个主成分构成的空间，我们作解释比例，即  关于  的散点图.rXiY1
rXiY2
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定理 11.4 设  且有不同的特征值，再设 ，且有谱分解 

 与 . 则 

(a) ，其中  与 

 是  与  的对角

(b) ，其中 . 

(c)  中的元素与矩阵  中的元素渐近独立

Σ > 0 𝒮    

Σ = ΓΛΓT 𝒮  𝒢𝒢

n − 1 (ℓ − λ) ℒ⟶ Np (0, 2Λ2) ℓ = (ℓ1, ℓ2, …, ℓp)
T

λ = (λ1, λ2, …, λp)
T

ℒ Λ

n − 1 (gj − γj) ℒ⟶ Np (0, 𝒱 𝒱  




 




ℓ 𝒢

主成分的渐进性质 (Asymptotic Properties of the PCs)

• 在实际应用中，主成分由样本数据求得. 下述定理给出了样本主成分的渐进分布.
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主成分的渐进性质 (Asymptotic Properties of the PCs)

• 例: 如果  是来自  的样本，由于 ，根据定

理 4.11 知

X1, X2, …, Xn Np (μ, Σ) n𝒮 ∼ Wp (Σ, n − 1)

n − 1 (ℓj − λj) ℒ⟶ N1 (0, 2λ2
j ) , j = 1, 2, …, p

‣ 设 , 则f (ℓj) = log (ℓj) d
dℓj

f
ℓj=λj

=
1
λj

. t = ℓj , μ = λj , f = log t , 𝒟 =
1
λj
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主成分的渐进性质 (Asymptotic Properties of the PCs)

n − 1 (ℓj − λj) ℒ⟶ N1 (0, 2λ2
j ) , j = 1, 2, …, p

n − 1 (log ℓj − log λj) ℒ⟶ N1 (0, 2)

⟹
n − 1

2 (log ℓj − log λj) ℒ⟶ N1 (0, 1)

⟹ P (−zα/2 ≤
n − 1

2 (log ℓj − log λj) ≤ zα/2) ≈ 1 − α

z0.025 = 1.96

⟹ P (log ℓj − 1.96
2

n − 1
≤ log λj ≤ log ℓj + 1.96

2
n − 1 ) ≈ 0.95

• 例: 如果  是来自  的样本，由于 ，根据定

理 4.11 知

X1, X2, …, Xn Np (μ, Σ) n𝒮 ∼ Wp (Σ, n − 1)

‣ 设 , 则f (ℓj) = log (ℓj) d
dℓj

f
ℓj=λj

=
1
λj

.
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主成分的渐进性质 (Asymptotic Properties of the PCs)

‣ 在银行子 ℓ1 = 2.98

⟹ P (log ℓj − 1.96
2

n − 1
≤ log λj ≤ log ℓj + 1.96

2
n − 1 ) ≈ 0.95

P (log(2.98) − 1.96
2

200 − 1
≤ log λ1 ≤ log(2.98) + 1.96

2
200 − 1 ) ≈ 0.95

⟹ P [λ1 ∈ (2.448 , 3.62)] ≈ 0.95

n − 1 (ℓj − λj) ℒ⟶ N1 (0, 2λ2
j ) , j = 1, 2, …, p

• 例: 如果  是来自  的样本，由于 ，根据定

理 4.11 知

X1, X2, …, Xn Np (μ, Σ) n𝒮 ∼ Wp (Σ, n − 1)
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主成分的渐进性质 (Asymptotic Properties of the PCs)

• 前  个主成分解释的方差q

‣ 前  个主成分所解释方比q

ψ =
λ1 + λ2 + ⋯ + λq

λ1 + λ2 + ⋯ + λp

‣ 在实际应用

̂ψ =
ℓ1 + ℓ2 + ⋯ + ℓq

ℓ1 + ℓ2 + ⋯ + ℓp

⟹ n − 1 (ℓ − λ) ℒ⟶ Np (0 , 2Λ2)
t = ℓ , μ = λ , f = ̂ψ

n − 1 ( ̂ψ − ψ) ℒ⟶ Np (0 , 2𝒟T𝒱𝒟) 𝒱 = 2Λ2

𝒟 =

d1

d2
⋮
dp

dj =
∂ψ
∂λj

=

1 − ψ
tr(Σ )

, 1 ≤ j ≤ q

−ψ
tr(Σ )

, q + 1 ≤ j ≤ p
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定理 11.5                                  

其中 

 

以及 

n − 1 ( ̂ψ − ψ) ℒ⟶ N1 (0, ω2)

ω2 = 𝒟𝒱𝒟


   
   

  
   






    

β =
λ2

1 + λ2
2 + ⋯ + λ2

q

λ2
1 + λ2

2 + ⋯ + λ2
p

主成分的渐进性质 (Asymptotic Properties of the PCs)

• 前  个主成分解释的方差q
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主成分的渐进性质 (Asymptotic Properties of the PCs)

• 例: 对于瑞士银行纸币数据集，已知第一主成分能解释 67% 的变异.

‣ 检验 .H0 : ψ = 0.75 ↔ H1 : ψ ≠ 0.75

̂β =
ℓ2

1

ℓ2
1 + ℓ2

2 + ⋯ + ℓ2
p

=
2.9852

2.9852 + 0.9312 + 0.2422 + 0.1942 + 0.0852 + 0.0352
= 0.902

tr(𝒮) = 4.472

tr(𝒮2) =
p

∑
j=1

ℓ2
j = 9.883

̂ω 2 =
2tr (𝒮2)
[tr(𝒮)]2 ( ̂ψ 2 − 2 ̂β ̂ψ + ̂β)

=
2 × 9.883

4.4722 (0.6682 − 2 × 0.902 × 0.668 + 0.902)
= 0.142
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主成分的渐进性质 (Asymptotic Properties of the PCs)

‣  的  置信区间为ψ 1 − α = 0.95

(0.668 − 1.96
0.142

200 − 1
, 0.668 + 1.96

0.142
200 − 1 ) = (0.615 , 0.720)

‣ 结论: 拒绝假设 .H0 : ψ = 0.75

• 例: 对于瑞士银行纸币数据集，已知第一主成分能解释 67% 的变异.

‣ 检验 .H0 : ψ = 0.75 ↔ H1 : ψ ≠ 0.75
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归一化主成分分析 (Normalized Principal Components Analysis)

• 在某些情况下，原始变量在方差方面可能存在差异.

‣ 当变量是在不同尺度 (如年、千克、美元等) 上进行

‣ 在这种情况下，需要提供一



‣ 这可以通过对变量进行

𝒳𝒮 = ℋ𝒳𝒟−1/2

𝒟 = diag (sX1X1
, sX2X2

, …, sXpXp)
⟹ x𝒮 = 0 , S𝒳𝒮

= ℛ
 的相关矩阵𝒳

‣ 矩阵  的主成分变换被称为归一𝒳𝒮
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归一化主成分分析 (Normalized Principal Components Analysis)

• 设  的谱分解为ℛ

ℛ = 𝒢ℛ ℒℛ 𝒢T
ℛ

ℒℛ = diag (ℓℛ
1 , ℓℛ

2 , …, ℓℛ
p )

ℓℛ
1 ≥ ℓℛ

2 ≥ ⋯ ≥ ℓℛ
p

对应的特征向量: (gℛ
1 , gℛ

2 , …, gℛ
p ) = 𝒢ℛ

 的特征值:ℛ

⟹
p

∑
j=1

ℓℛ
j = tr (ℛ) = p

• 归一化主成分，即 ，为每个个体提供一种表征，由以下方式得出Zj

𝒵 = 𝒳𝒮 𝒢ℛ = (z1, z2, …, zp)
⟹ z = 0

𝒮𝒵 = 𝒢T
ℛ 𝒮𝒳𝒮

𝒢ℛ = 𝒢T
ℛ ℛ 𝒢ℛ = ℒℛ
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归一角

而言而方

大大
!

归一化主成分分析 (Normalized Principal Components Analysis)

• 计算  和  之间的协方差与相关性很简单：Xi Zj

𝒮XS, Z =
1
n

𝒳T
𝒮 𝒵 = 𝒢ℛ ℒℛ

ℛXS, Z = 𝒢ℛ ℒℛ ℒ−1/2
ℛ = 𝒢ℛ ℒ1/2

ℛ

‣ 原始变量  与归一 Xi Zj

rXiZj
= ℓjgR, ij

p

∑
j=1

r2
XiZj

= 1

‣ 由此得到的归一 角行

 方面用

Zj

Xi
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主成分作为一种因子方法 (Principal Components as a Factorial Method)

• 事实证明，经验主成分 (无论是否归一化) 等同于通过将适当的数据矩阵分解为因子

而得到的因子 (第10章).

‣ 我们将证明，主成分就是代表经过中心行子

‣ 我们将证明，归一行子
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• 假设我们想在更低维度的空间中得到观测值 (即  的行) 和变量 (即  的列) 的表示.𝒳 𝒳

‣ 由于原点在观测值空间中没有特殊的统计意义，我们首

心 x

‣ 这与分析经过中心 一𝒳  𝒳

‣ 现在所有变量的均值都为零；因此，第 10 章中使用方用 𝒳

主成分作为一种因子方法 (Principal Components as a Factorial Method)



Principal Components Analysis

‣ 注意到矩阵  的谱分解与矩阵  的谱分解相关，𝒳
𝒳 𝒮

𝒳T
C𝒳C = (ℋ𝒳)Tℋ𝒳 = 𝒳TℋTℋ𝒳 = n𝒮X = n𝒢ℒ𝒢T

 的谱分解𝒮X

‣ 因子  𝒳 𝒢

𝒴 = 𝒳C𝒢 = (y1, y2, …, yp) 𝒴 = (𝒳 − 1nxT) 𝒢

与上述得到的主成分相同

⟹ y =
1
n

𝒴T1n =
1
n [(𝒳 − 1nxT) 𝒢]

T
1n = 𝒢T 1

n (𝒳T − x1T
n) 1n

= 𝒢T ( 1
n

𝒳T1n −
1
n

x1T
n1n) = 𝒢T (x − x) = 0

⟹ 𝒮Y =
1
n

𝒴Tℋ𝒴 =
1
n (𝒳C𝒢)T ℋ𝒳C𝒢 =

1
n

𝒢T𝒳T
C ℋ𝒳C 𝒢

ℋ𝒳C = 𝒳C

= 𝒢T ( 1
n

𝒳T
C𝒳C) 𝒢

= 𝒢T𝒮X𝒢 = 𝒢T 𝒢 ℒ 𝒢T 𝒢
ℐp

= ℒ = diag (ℓ1, ℓ2, …, ℓp)= 𝒢T ( 1
n

𝒳T
Cℋ𝒳C) 𝒢

主成分作为一种因子方法 (Principal Components as a Factorial Method)

• 假设我们想在更低维度的空间中得到观测值 (即  的行) 和变量 (即  的列) 的表示.𝒳 𝒳



Principal Components Analysis

‣ 因此，观测值在因子心

‣ 观测值的散点图在第一方一方 比二方

二方

ℓ1

ℓ2

主成分作为一种因子方法 (Principal Components as a Factorial Method)

• 假设我们想在更低维度的空间中得到观测值 (即  的行) 和变量 (即  的列) 的表示.𝒳 𝒳



Principal Components Analysis

• 变量的表示形式可以通过对偶关系得到.

‣  的列在  的特征向量  上的投影为𝒳 𝒳𝒳
 vk

𝒳T
Cvk =

1
nℓk

𝒳T
C𝒳C gk =

1
nℓk

(n𝒮X) gk =
n
nℓk

𝒮X gk =
nℓk

nℓk
gk = nℓk gk

‣ 因此，变量在前  个轴上的投影就是该矩阵的列p

𝒳T
C𝒱 = n𝒢ℒ1/2

主成分作为一种因子方法 (Principal Components as a Factorial Method)



Principal Components Analysis

‣ 用   角θjk xC[ j] xC[k]

• 对于矩阵  两列之间夹角，存在一种很好的统计学解释.𝒳C

𝒳C =

x11 ⋯ x1j ⋯ x1k ⋯ x1p
x21 ⋯ x2j ⋯ x2k ⋯ x2p

⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 ⋯ xnj ⋯ xnk ⋯ xnp

xC[ j] xC[k]

sXjXk
=

1
n

xT
C[ j] xC[k] ⟹ xT

C[ j] xC[k] = nsXjXk

⟹ xC[ j]
2 = nsXjXj

cos θjk =
xT

C[ j]xC[k]

xC[ j] ⋅ xC[k]
= rXjXk

‣ 在矩阵  第一



𝒳
 𝒱

‣ 显然，在评估相关性时，应该考虑所选因子方比

主成分作为一种因子方法 (Principal Components as a Factorial Method)



Principal Components Analysis

• 归一化主成分 (NPC) 也可被视为一种用于降维的因子方法.

‣ 对变量进行方一而

无

‣ 对  的因子一𝒳

‣ 矩阵  的谱分解与矩阵  的谱分解相关.𝒳
 𝒳 ℛ

𝒳T
S 𝒳S = 𝒟−1/2 𝒳T ℋ 𝒳 𝒟−1/2 = nℛ = n𝒢ℛ ℒℛ 𝒢T

ℛ

‣ 归一  行 Zj 𝒳 𝒢

𝒵 = 𝒳S 𝒢ℛ = (z1, z2, …, zp)

主成分作为一种因子方法 (Principal Components as a Factorial Method)



Principal Components Analysis

‣ 变量的表示形式同样可以由下述矩阵的列给出

𝒳T
S 𝒱ℛ = n 𝒢ℛ ℒ1/2

ℛ ℛ𝒳S, 𝒵 = 𝒢ℛ ℒ1/2
ℛ

‣ 在因子一 

子 子

𝒵 x[ j]

n

主成分作为一种因子方法 (Principal Components as a Factorial Method)

• 归一化主成分 (NPC) 也可被视为一种用于降维的因子方法.



Principal Components Analysis

• 这意味着，通过同时查看绘制有变量的图形，可以对观测值的表征进行更深入的解读.

𝒳S =

x11 ⋯ x1j ⋯ x1k ⋯ x1p
x21 ⋯ x2j ⋯ x2k ⋯ x2p

⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 ⋯ xnj ⋯ xnk ⋯ xnp

xS[ j] xS[k]

rXjXk
=

1
n

xT
S[ j] xS[k] ⟹ xT

S[ j] xS[k] = n rXjXk

⟹ xS[ j]
2 = n

‣ 因此，在整个空间中，所有标准化变量 (  的列）都包含在  中的 “球体” 内，

该球体以原点为中心

𝒳 ℝn

n

‣ 设  表示两个变量  与  之间的夹角 θjk xS[ j] xS[k] cos θjk = rXjXk

主成分作为一种因子方法 (Principal Components as a Factorial Method)

‣ 因此，当观察降维空间 (例如，前两个因子

角角 Xi

‣ 当然，这些子一行



Principal Components Analysis

• 表示的质量

‣ 表示质量的总体衡量指标由下式给出

ψ =
ℓ1 + ℓ2 + ⋯ + ℓq

p
∑
j=1

ℓj

‣ 在实际应用 q

主成分作为一种因子方法 (Principal Components as a Factorial Method)



Principal Components Analysis

‣ 检查每个个体是否能通过主成分得到良好呈现会很有用

主成分作为一种因子方法 (Principal Components as a Factorial Method)

• 表示的质量

‣ 显然，在投影空间中两组观测值的接近程度不一

一

ℝp

‣ 基于此，计算个体  的表示与第  个主成分 (PC) 或归一

角

i k

ϑik

cos ϑik =
yT

i ek

∥yi∥ ∥ek∥
=

yik

∥xC[i]∥
cos ζik =

zT
i ek

∥zi∥ ∥ek∥
=

zik

∥xS[i]∥

ek =

0
⋮
0
1
0
⋮
0

‣ 如果个体  与第  个主成分轴对应的夹角小

  



i k

k = 1, 2, …, p cos2 ϑik i k



Principal Components Analysis

主成分作为一种因子方法 (Principal Components as a Factorial Method)

• 表示的质量

‣ 因为对每个  有i
p

∑
k=1

cos2 ϑik =
yT

i yi

xT
C[i] xC[i]

=
xT

C[i] 𝒢𝒢TxC[i]

xT
C[i] xC[i]

= 1

‣  的值有时被称为第  轴对第  个观测值表示的相对贡献.cos2 ϑik k i

‣ 例如，如果  的值较大

面面角



cos2 ϑi1 + cos2 ϑi2 i

‣ 我们已经知道，变量表示的质量可以通过主成分 (PC) 对  方比

比 

Xi

r2
XiXj

r2
XiZj



Principal Components Analysis

• 例: 法国食品支出数据集.

rm(list = ls(all = TRUE)) # clear all variables 
graphics.off() 
setwd("~/Desktop/2023_Applied Multivariate Statistical Analysis/R Codes with data/Data") 
library(readr) 
x = read_csv(“food.csv") 
x

p  = ncol(x) 
n  = nrow(x) 
x  = x[, 2:p] 
x1 = sqrt((n - 1) * apply(x, 2, var)/n) 
x2 = x - matrix(apply(as.matrix(x), 2, mean), nrow = n, ncol = p - 1, byrow = T) # centered data matrix 
x  = as.matrix(x2/matrix(x1, nrow = n, ncol = p - 1, byrow = T))  # standardizes the data matrix 
round(x, digits = 3)

主成分作为一种因子方法 (Principal Components as a Factorial Method)



Principal Components Analysis

R  = t(x) %*% x / n # correlation matrix 
round(R, digits = 3) 

e  = eigen(R) # eigenvalues and eigenvectors of correlation matrix 
e1 = e$values 
round(e1, digits = 3) # eigenvalues 
round(e1 / sum(e1), digits = 4) # proportions of each NPC 
round(cumsum(e1) / sum(e1), digits = 4) # cumulative proportions of each NPCs 

e2 = e$vectors 
round(e2, digits = 3) # eigenvectors

𝒢ℛ =

主成分作为一种因子方法 (Principal Components as a Factorial Method)

• 例: 法国食品支出数据集.



Principal Components Analysis

‣ 通过查看原始变量  与主成分之间的相关性，对主成分的解读会最为透彻.Xi

‣ 由于前两个主成分解释了 88.1% 的方

# correlations between original variables and NPCs 
a  = e2[, 1:2] 
w  = a * sqrt(matrix(e1[1:2], nrow(a), ncol(a), byrow = TRUE)) 
round(w, digits = 3) 

# sum of squared correlations between original variables and first two NPCs 
round(as.matrix(apply(w^2, 1, sum)), digits = 3)

r
XiZj

= ℓj g
R, ij

主成分作为一种因子方法 (Principal Components as a Factorial Method)

• 例: 法国食品支出数据集.



Principal Components Analysis

‣ 变量的二

g  = eigen(t(x) %*% x/n) 
g1 = g$values 
g2 = g$vectors 
b  = g2[, 1:2] 
z  = b * sqrt(matrix(g1[1:2], nrow(b), ncol(b), byrow = TRUE)) 

graphics.off() 
ucircle = cbind(cos((0:360)/180 * pi), sin((0:360)/180 * pi)) 
plot(ucircle, type = "l", lty = "solid", col = "blue", xlim = c(-1.05, 1.05), ylim = c(-1.05, 1.05),  
     xlab = "First Factor - Goods", ylab = "Second Factor - Goods", main = "French Food data",  
     cex.lab = 1.2, cex.axis = 1.2, cex.main = 1.8, lwd = 2, asp = 1) 
abline(h = 0, v = 0) 
label = c("bread", "vegetables", "fruits", "meat", "poultry", "milk", "wine") 
text(z, label)

‣ 图形是变量在二 ℝ2

主成分作为一种因子方法 (Principal Components as a Factorial Method)

• 例: 法国食品支出数据集.



Principal Components Analysis

‣ 变量的二

对所有变量 (可能除了 ) 来说，

这种表示的质量都很好.

X7

主成分作为一种因子方法 (Principal Components as a Factorial Method)

• 例: 法国食品支出数据集.



Principal Components Analysis

‣ 变量的二

它们之间的相对角度描绘出

了其原始相关性的情况.

葡萄酒与蔬菜、水果、肉类

及家禽类呈负相关 .(θ > 90∘)

主成分作为一种因子方法 (Principal Components as a Factorial Method)

• 例: 法国食品支出数据集.



Principal Components Analysis

‣ 变量的二

单独来看，后面这组变量彼

此之间高度正相关 .(θ ≈ 0∘)

主成分作为一种因子方法 (Principal Components as a Factorial Method)

它们之间的相对角度描绘出

了其原始相关性的情况.

• 例: 法国食品支出数据集.



Principal Components Analysis

‣ 变量的二

面包和牛奶呈正相关 .(θ ≈ 0∘)

主成分作为一种因子方法 (Principal Components as a Factorial Method)

它们之间的相对角度描绘出

了其原始相关性的情况.

• 例: 法国食品支出数据集.



Principal Components Analysis

‣ 变量的二

面包和牛奶与肉类、水果及家

禽类的相关性较弱 .(θ ≈ 90∘)

主成分作为一种因子方法 (Principal Components as a Factorial Method)

它们之间的相对角度描绘出

了其原始相关性的情况.

• 例: 法国食品支出数据集.



Principal Components Analysis

‣ 观测值的可视化.
e  = eigen(x %*% t(x)/n) 
e1 = e$values 
e2 = e$vectors 
a  = e2[, 1:2] 
w  = -a * sqrt(matrix(e1[1:2], nrow(a), ncol(a), byrow = TRUE)) 

plot(w, type = "n", xlab = "First Factor - Families", ylab = "Second Factor - Families",  
     main = "French Food data", cex.lab = 1.2, cex.axis = 1.2, cex.main = 1.8, lwd = 2) 
text(w, c("MA2", "EM2", "CA2", "MA3", "EM3", "CA3", "MA4", "EM4", "CA4", "MA5", "EM5",  
          "CA5"), cex = 1.2) 
abline(h = 0, v = 0) 
segments(w[1, 1], w[1, 2], w[2, 1], w[2, 2], lty = 3, lwd = 2) 
segments(w[2, 1], w[2, 2], w[3, 1], w[3, 2], lty = 3, lwd = 2) 
segments(w[1, 1], w[1, 2], w[4, 1], w[4, 2], lty = 3, lwd = 2, col = 'red') 
segments(w[2, 1], w[2, 2], w[5, 1], w[5, 2], lty = 3, lwd = 2, col = 'green3') 
segments(w[4, 1], w[4, 2], w[5, 1], w[5, 2], lty = 3, lwd = 2) 
segments(w[5, 1], w[5, 2], w[6, 1], w[6, 2], lty = 3, lwd = 2) 
segments(w[3, 1], w[3, 2], w[6, 1], w[6, 2], lty = 3, lwd = 2, col = 'orange') 
segments(w[6, 1], w[6, 2], w[9, 1], w[9, 2], lty = 3, lwd = 2, col = 'orange') 
segments(w[8, 1], w[8, 2], w[9, 1], w[9, 2], lty = 3, lwd = 2) 
segments(w[5, 1], w[5, 2], w[8, 1], w[8, 2], lty = 3, lwd = 2, col = 'green3') 
segments(w[7, 1], w[7, 2], w[8, 1], w[8, 2], lty = 3, lwd = 2) 
segments(w[4, 1], w[4, 2], w[7, 1], w[7, 2], lty = 3, lwd = 2, col = 'red') 
segments(w[7, 1], w[7, 2], w[10, 1], w[10, 2], lty = 3, lwd = 2, col = 'red') 
segments(w[8, 1], w[8, 2], w[11, 1], w[11, 2], lty = 3, lwd = 2, col = 'green3') 
segments(w[9, 1], w[9, 2], w[12, 1], w[12, 2], lty = 3, lwd = 2, col = 'orange') 
segments(w[10, 1], w[10, 2], w[11, 1], w[11, 2], lty = 3, lwd = 2) 
segments(w[11, 1], w[11, 2], w[12, 1], w[12, 2], lty = 3, lwd = 2)

图形是观测值在二维

空间  中的投影.ℝ2

主成分作为一种因子方法 (Principal Components as a Factorial Method)

• 例: 法国食品支出数据集.



Principal Components Analysis

‣ 观测值的可视化.

 是与蔬菜、肉类、家禽和

水果相关的因子.

Z1
 是牛奶、面包、

葡萄酒因子.

Z2

绘制线条将规模相同的家庭以及

职业类型相同的家庭连接起来.

主成分作为一种因子方法 (Principal Components as a Factorial Method)

• 例: 法国食品支出数据集.



Principal Components Analysis

‣ 观测值的可视化.可以清晰看到一个网格 (经理家庭

使其略有变形)，该网格显示支出较

高 (孩子数量较多) 的家庭在左侧.

主成分作为一种因子方法 (Principal Components as a Factorial Method)

• 例: 法国食品支出数据集.

 是与蔬菜、肉类、家禽和

水果相关的因子.

Z1
 是牛奶、面包、

葡萄酒因子.

Z2



Principal Components Analysis

‣ 综合考虑这两张图，就能说明是哪些类型的支食支

‣ 面牛支力

‣ 经理家庭的特点是在蔬菜、水肉支高

主成分作为一种因子方法 (Principal Components as a Factorial Method)

• 例: 法国食品支出数据集.



Principal Components Analysis

Boston Housing

• 波士顿住房数据集的 NPCA.

X1 :人均犯罪率
X2 :划定用于大片住宅用地的比例
X3 :非零售商业用地的比例
X4 :查尔斯河 (与河相邻为 1，否则为 0)
X5 :一氧化氮浓度
X6 :每套住宅的平均房间数
X7 : 1940年之前建造的自住房屋比例
X8 :到波士顿五个就业中心的加权距离
X9 :辐射状公路可达性指数

X10 :每 10000 美元房产的全额税率
X11 :学生与教师的比例
X12 : 1000(B − 0.63)2 I(B < 0.63) 其中 B 是非洲裔美国人的比例
X13 :人口中较低社会地位群体的占比
X14 :自有住房的中位价值 (单位：1000 美元)

由于  是一个离散的  

变量，我们将其剔除.

X4 0 − 1



Principal Components Analysis

Boston Housing

• 波士顿住房数据集的 NPCA.

library(MASS) 
data = Boston 
head(data)



Principal Components Analysis

Boston Housing

• 波士顿住房数据集的 NPCA.

‣ 由于大行

X̃ 1 = log X1 , X̃ 8 = log X8

X̃ 2 =
X2

10
, X̃ 9 = log X9

X̃ 3 = log X3 , X̃ 10 = log X10

X̃ 4 = X4 , X̃ 11 =
e0.4×X11

100

X̃ 5 = log X5 , X̃ 12 =
X12

100
X̃ 6 = log X6 , X̃ 13 = X13

X̃ 7 =
X2.5

7

10000
, X̃ 14 = log X14



Principal Components Analysis

Boston Housing

• 波士顿住房数据集的 NPCA.
# transform data 
xt       = data 
xt[, 1]  = log(data[, 1]) 
xt[, 2]  = data[, 2]/10 
xt[, 3]  = log(data[, 3]) 
xt[, 5]  = log(data[, 5]) 
xt[, 6]  = log(data[, 6]) 
xt[, 7]  = (data[, 7]^(2.5))/10000 
xt[, 8]  = log(data[, 8]) 
xt[, 9]  = log(data[, 9]) 
xt[, 10] = log(data[, 10]) 
xt[, 11] = exp(0.4 * data[, 11])/1000 
xt[, 12] = data[, 12]/100 
xt[, 13] = sqrt(data[, 13]) 
xt[, 14] = log(data[, 14]) 
data     = xt[, -4] 
head(data)



Principal Components Analysis

Boston Housing

• 波士顿住房数据集的 NPCA.
n1 = nrow(data) 
n2 = ncol(data) 
# standardizes the data 
x = (data - matrix(apply(data, 2, mean), n1, n2, byrow = T)) / matrix(sqrt((n1 - 1) * apply(data, 2, var)/n1), n1, n2, byrow = T) 
round(head(x), digits = 4)



Principal Components Analysis

Boston Housing

• 波士顿住房数据集的 NPCA.
# spectral decomposition 
eig = eigen((n1 - 1) * cov(x)/n1) 
e = eig$values # eigenvalues 
perc = e/sum(e) # explained variance 
cum = cumsum(e)/sum(e) # cumulative explained percentages 
evpc = data.frame(eigenvalues = e, percent = perc, cumpercent = cum) 
round(evpc, digits = 4)

第一主成分解释了总方差的56%.

前三个主成分加起来能解释超过 75% 的方差.

这些结果表明，研究 2 个，最多 3 个主成分就足够了.



Principal Components Analysis

Boston Housing

v = eig$vectors 
round(v, digits = 4) # eigenvectors

• 波士顿住房数据集的 NPCA.



Principal Components Analysis

Boston Housing

• 波士顿住房数据集的 NPCA.

# proportions of variables explained by first 3 PCs 
cumr2 = apply(corr^2, 1, sum) 
round(as.matrix(cumr2), digits = 4)

# principal components - projections of the individuals 
xv   = as.matrix(x) %*% v 
round(head(xv), digits = 4)

# correlations of the first 3 PC's with the original variables 
corr = cor(x, xv)[, 1:3] 
colnames(corr) = c('PC1', 'PC2', 'PC3') 
round(corr, digits = 4)



Principal Components Analysis

Boston Housing

• 波士顿住房数据集的 NPCA.
x1 = as.matrix(x - matrix(mean(as.matrix(x)), nrow(x), ncol(x), byrow = T)) 
# projections of individuals into PCs 
r1 = x1 %*% v  
# correlation matrix of PCs and original variables 
r = cor(cbind(r1, x)) 
round(r, digits = 2)



Principal Components Analysis

Boston Housing

• 波士顿住房数据集的 NPCA.
graphics.off() 
par(mfrow = c(2, 2)) 
ucircle = cbind(cos((0:360)/180 * pi), sin((0:360)/180 * pi)) 
plot(ucircle, type = "l", lty = "solid", col = "blue", xlab = "First PC", ylab = "Second PC", 
     main = "Boston Housing", cex.lab = 1.2, cex.axis = 1.2, cex.main = 1.6, lwd = 2, asp = 1) 
abline(h = 0, v = 0) 
label = c("X1", "X2", "X3", "X5", "X6", "X7", "X8", "X9", "X10", "X11", "X12", "X13", "X14") 
text(corr[, 1], corr[, 2], label) 

ucircle = cbind(cos((0:360)/180 * pi), sin((0:360)/180 * pi)) 
plot(ucircle, type = "l", lty = "solid", col = "blue", xlab = "Third PC", ylab = "Second PC",  
     main = "Boston Housing", cex.lab = 1.2, cex.axis = 1.2, cex.main = 1.6, lwd = 2, asp = 1) 
abline(h = 0, v = 0) 
label = c("X1", "X2", "X3", "X5", "X6", "X7", "X8", "X9", "X10", "X11", "X12", "X13", "X14") 
text(corr[, 3], corr[, 2], label) 

ucircle = cbind(cos((0:360)/180 * pi), sin((0:360)/180 * pi)) 
plot(ucircle, type = "l", lty = "solid", col = "blue", xlab = "First PC", ylab = "Third PC",  
     main = "Boston Housing", cex.lab = 1.2, cex.axis = 1.2, cex.main = 1.6, lwd = 2, asp = 1) 
abline(h = 0, v = 0) 
label = c("X1", "X2", "X3", "X5", "X6", "X7", "X8", "X9", "X10", "X11", "X12", "X13", "X14") 
text(corr[, 1], corr[, 3], label) 

plot(perc, xlab = 'PCs', ylab = 'Proportion of total variances explained by PCs', main = 'Scree Plot', pch = 16, 
     cex = 2, axes = FALSE, ylim = c(0, 0.6)) 
axis(1, at = 1:13) 
axis(2, at = c(0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6)) 
abline(h=0, lty=2)



Principal Components Analysis

• 波士顿住房数据集的 NPCA.

Boston Housing

与第一主成分的相关性呈现出非常清晰的模式. 变量  与第一主成分强负相

关，其余变量与第一主成分强正相关.

X2, X6, X8, X12, X14

相关系数绝对值的最小值为 0.5.

生活质量与住房指标.



Principal Components Analysis

• 波士顿住房数据集的 NPCA.

Boston Housing

第二主成分仅解释了总方差的 10%.

A social factor.

位于两个极端的是  与 .X11, X13 X6, X14



Principal Components Analysis

• 波士顿住房数据集的 NPCA.

Boston Housing

第三主成分主要由  和  之间的差异主导.X2 X12



Principal Components Analysis

Boston Housing

# price x[, 13] greater or less than average, 15 is >= average, 17 is < average, stored in h1 
h = x[, 13] 
h[h >= mean(h)] = 15 
h1   = h 
h1[h1 < mean(x[, 13])] = 17 

hr = h1 
# mark more expensive houses with red square 
hr[hr == 15] = "red" 
# mark cheaper houses with black triangle 
hr[hr == 17] = "black"                            
# correction for signs of eigenvectors 
xv = xv * (-1) 

plot(xv[, 1], xv[, 2], pch = h1, col = hr, xlab = "PC1", ylab = "PC2", main = "First vs. Second PC",  
     cex.axis = 1.2, cex.lab = 1.2, cex.main = 1.6)

‣ 观测数据投影到前两个主成分上的图形.

• 波士顿住房数据集的 NPCA.



Principal Components Analysis

‣ 观测数据投影到前两个主成分上的图形.

• 波士顿住房数据集的 NPCA.

Boston Housing

meanX14 ≥

meanX14 <
前两个主成分与房屋价值相关.



Principal Components Analysis

Boston Housing

# houses close to the Charles River are indicated with red squares  
col = xt[, 4] 
col[col == 1] = "red" 
col[col == 0] = "black" 

h2 = xt[, 4] 
h2[h2 == 1] = 15 
h2[h2 == 0] = 17 
graphics.off() 
plot(xv[, 1], xv[, 2], pch = h2, col = col, xlab = "PC1", ylab = "PC2", main = "First vs. Second PC",  
     cex.axis = 1.2, cex.lab = 1.2, cex.main = 1.6) 
abline(h=0, v=0, lty=2, col = ‘cyan2')

‣ 观测数据投影到前两个主成分上的图形.

• 波士顿住房数据集的 NPCA.



Principal Components Analysis

‣ 观测数据投影到前两个主成分上的图形.

Boston Housing

靠近查尔斯河的房屋.

• 波士顿住房数据集的 NPCA.



Principal Components Analysis

79 家美国公司

• 考虑 79 家美国公司的数据集.

rm(list = ls(all = TRUE)) # clear all variables 
graphics.off() 
setwd("~/Desktop/2025_Multivariate Statistical Analysis/R_Code/Data") 
library(readr) 
x = read_table("uscomp2.txt", col_name = FALSE) 
colnames(x) = c("Company", "A", "S", "MV", "P", "CF", "E", "Sector") 
attach(x) 
Sector = as.character(Sector) 
Sector[1:2]   = "H" 
Sector[3:17]  = "E" 
Sector[18:34] = "F" 
Sector[35:42] = "H" 
Sector[43:52] = "M" 
Sector[53:63] = "*" 
Sector[64:73] = "R" 
Sector[74:79] = "*" 
detach(x) 
head(x)

assets (X1)

sales (X2)

market value (X3)

profits (X4)

cash flow (X5)

employees (X6)



Principal Components Analysis

79 家美国公司

# standardizes the data 
x = as.matrix(x[, 2:7]) 
n = nrow(x)  # number of rows 
x = (x - matrix(apply(x, 2, mean), n, 6, byrow = T))/matrix(sqrt((n - 1) * apply(x, 2, var)/n), n, 6, byrow = T) 
round(head(x), digits = 4)

‣ 通过减去均值并除以标准差，首行

• 考虑 79 家美国公司的数据集.



Principal Components Analysis

# spectral decomposition 
eig = eigen((n - 1) * cov(x)/n) 
e = eig$values 
round(as.matrix(e), digits = 3) 
v = eig$vectors 
round(v, digits = 3)

‣ 计算特征值和对应的特征向量.

eigenvalues corresponding eigenvectors

79 家美国公司

• 考虑 79 家美国公司的数据集.



Principal Components Analysis

# principal components 
x = as.matrix(x) %*% v 
graphics.off() 
plot(cbind(-x[, 1], -x[, 2]), type = "n", xlab = "PC 1", ylab = "PC 2", main = "First vs. Second PC",  
     cex.lab = 1.2, cex.axis = 1.2, cex.main = 1.6) 
text(cbind(-x[, 1], -x[, 2]), Sector)

‣ 前两个主成分的图形表示如下

79 家美国公司

• 考虑 79 家美国公司的数据集.



Principal Components Analysis

‣ 前两个主成分的图形表示如下

H  Hi Tech and Communication 
E  Energy 
F  Finance 
M  Manufacturing 
R  Retail 

  all other sectors

⟶
⟶
⟶
⟶
⟶

⋆ ⟶

图右侧的两个离群点是 IBM 和通

用电气 (GE)，它们凭借较高的市

值，与其他公司有所不同.

79 家美国公司

• 考虑 79 家美国公司的数据集.



Principal Components Analysis

‣ 前两个主成分的图形表示如下

H  Hi Tech and Communication 
E  Energy 
F  Finance 
M  Manufacturing 
R  Retail 

  all other sectors

⟶
⟶
⟶
⟶
⟶

⋆ ⟶

在第一主成分中，市值所占权重最大，

这进一步凸显了这两家公司的特殊性.

79 家美国公司

• 考虑 79 家美国公司的数据集.



Principal Components Analysis

‣ 碎石

# scree plot 
plot(e, xlab = "Index", ylab = "Lambda", main = "Eigenvalues of S", cex.lab = 1.2,  
                      cex.axis = 1.2, cex.main = 1.6, pch = 16, cex = 1.5) 
abline(h = 0, lty = 2)

79 家美国公司

• 考虑 79 家美国公司的数据集.



Principal Components Analysis

‣ 如果将IBM和通用气

rm(list = ls(all = TRUE)) # clear all variables 
graphics.off() 
setwd("~/Desktop/2023_Applied Multivariate Statistical Analysis/R Codes with data/Data") 
library(readr) 
x = read_table("uscomp2.txt", col_name = FALSE) 
x = rbind(x[1:37, ], x[39, ], x[41:79, ]) 
colnames(x) = c("Company", "A", "S", "MV", "P", "CF", "E", "Sector") 
attach(x) 
Sector = as.character(Sector) 
Sector[1:2]   = "H" 
Sector[3:17]  = "E" 
Sector[18:34] = "F" 
Sector[35:40] = "H" 
Sector[41:50] = "M" 
Sector[51:61] = "*" 
Sector[62:71] = "R" 
Sector[72:77] = "*" 
detach(x)

79 家美国公司

• 考虑 79 家美国公司的数据集.



Principal Components Analysis

‣ 此时的特征值和对应的特征向量为

x = x[, 2:7] 
n = nrow(x) 
# standardizes the data 
x = (x - matrix(apply(x, 2, mean), n, 6, byrow = T))/matrix(sqrt((n - 1) * apply(x, 2, var)/n), n, 6, byrow = T) 
# spectral decomposition 
eig = eigen((n - 1) * cov(x)/n) 
e = eig$values 
round(as.matrix(e), digits = 3) 
v = eig$vectors 
round(v, digits = 3)

eigenvalues corresponding eigenvectors

79 家美国公司

• 考虑 79 家美国公司的数据集.



Principal Components Analysis

x = as.matrix(x) %*% v # principal components 
plot(-x[, 1], x[, 2], xlim = c(-2, 8), ylim = c(-8, 8), type = "n", xlab = "PC 1", ylab = "PC 2", main = "First vs. Second PC") 
text(-x[, 1], x[, 2], Sector) 
abline(h = 0, v = 0, lty = 2, col = 'orange')

‣ 美国公司数据 (不含 IBM 和通用气

79 家美国公司

• 考虑 79 家美国公司的数据集.



Principal Components Analysis

# scree plot 
plot(e, xlab = "Index", ylab = "Lambda", main = "Eigenvalues of S", pch = 16, cex = 1.5) 
abline(h = 0, lty = 2, col = 'orange')

‣ 碎石

79 家美国公司

• 考虑 79 家美国公司的数据集.



Principal Components Analysis

rm(list = ls(all = TRUE)) # clear all variables 
graphics.off() 
setwd("~/Desktop/2023_Applied Multivariate Statistical Analysis/R Codes with data/Data") 
library(readr) 
x = read_table("uscomp2.txt", col_name = FALSE) 
x = rbind(x[1:37, ], x[39, ], x[41:79, ]) 
x  = x[, 2:7] 
n = nrow(x) 
x = scale(x) # standardizes the data matrix 
e = eigen((n - 1) * cov(x)/n) # calculates eigenvalues and eigenvectors 
e1 = e$values 
evprop = data.frame(eigenvalues = e1, proportion = e1/sum(e1), cumprop = cumsum(e1)/sum(e1)) 
round(evprop, digits = 3)

‣ 特征值与解释方比

79 家美国公司

• 考虑 79 家美国公司的数据集.



Principal Components Analysis

r = x %*% e$vectors # principal components 
r = cor(cbind(r, x)) # correlation between PCs and variables 
r1 = r[7:12, 1:2] # correlation of the two most important PCs and variables 
corpcx = data.frame(PC1 = r1[, 1], PC2 = r1[, 2], SquaredSum = r1[, 1]^2 + r1[, 2]^2) 
rownames(corpcx) = c('X1', 'X2', 'X3', 'X4', 'X5', 'X6') 
round(corpcx, digits = 2)

‣ 变量与主成分的相关系数.

79 家美国公司

• 考虑 79 家美国公司的数据集.



Principal Components Analysis

ucircle = cbind(cos((0:360)/180 * pi), sin((0:360)/180 * pi)) 
plot(ucircle, type = "l", lty = "solid", col = "blue", xlab = "First PC", ylab = "Second PC",  
     main = "U.S. Company Data", cex.lab = 1.2, cex.axis = 1.2, cex.main = 1.8, lwd = 2, asp = 1) 
abline(h = 0, v = 0) 
label = c("X1", "X2", "X3", "X4", "X5", "X6") 
text(-r1[, 1], r1[, 2], label, cex = 1.2)

‣ 原始变量与前两个主成分的相关性.

79 家美国公司

• 考虑 79 家美国公司的数据集.



Principal Components Analysis

assets (X1)
sales (X2)
market value (X3)

profits (X4)
cash flow (X5)
employees (X6)

‣ 看起来第一一



‣ 这也是衡量企业经济实力一方

79 家美国公司



Principal Components Analysis

assets (X1)
sales (X2)
market value (X3)

profits (X4)
cash flow (X5)
employees (X6)

‣ 第二金

角

79 家美国公司


