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第 10 章 数据矩阵的因子分解
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Outline

数据矩阵的因子分解

The Geometric Point of View (几何的角度) 

Fitting the -Dimensional Point Cloud (拟合  维点集) 

Fitting the -Dimensional Point Cloud (拟合  维点集) 

Relations Between Subspaces (子空间的关系) 

Practical Computation (算法)

p p

n n
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简介

• 讨论多变量数据集的降维问题.

‣ 从描述性的角用几方小二



‣ 目

‣ 涉及数据矩阵的因子分解，这些因子会按其重要性降序排列.

‣ 是各种多元统计方心
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• 数据矩阵  :𝒳n×p

几何观点 (The Geometric Point of View)

X1 X2 ⋯ Xp

↓ ↓ ⋯ ↓

‣ 每一行一

xi =

xi1
xi2
⋮
xip

∈ ℝp , i = 1, 2, …, n

𝒳n×p =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

=

xT
1

xT
2
⋮
xT

n
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library(plotly) 
library(mclust) 
data(banknote) 
str(banknote) 
x <- banknote$Length 
y <- banknote$Bottom 
z <- banknote$Diagonal 
group <- banknote$Status 
df1 <- data.frame(x, y, z, group) 
p1 <- plot_ly(df1, 
              x = ~x, 
              y = ~y, 
              z = ~z, 
              color = ~group,       # 分组自色
              colors = c("#ff7f0e","#2ca02c"), 
              type = "scatter3d",   # 作三维散点图 

              mode = "markers",     # 只显示点 
              marker = list( 

                size = 3,           # 点大小

                opacity = 0.8,      # 透明度 
                line = list(width = 0.5, color = "black") 
              )) %>% 
  layout( 
    title = list(text = "钞票数据集的三维散点图 | plotly", x = 
0.5, font = list(size = 15)), 
    scene = list(                   # 统一
      xaxis = list(title = "X"), 
      yaxis = list(title = "Y"), 
      zaxis = list(title = "Z") 
    ), 
    legend = list(title = list(text = "分组")) 
  ) %>% 
  config(displaylogo = FALSE) 
p1

• 数据矩阵  :𝒳n×p

几何观点 (The Geometric Point of View)

𝒳n×p =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

=

xT
1

xT
2
⋮
xT

n

X1 X2 ⋯ Xp

↓ ↓ ⋯ ↓

ℝp

坐标为  的  个数据点xi n
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‣ 每一一

• 数据矩阵  :𝒳n×p

几何观点 (The Geometric Point of View)

X1 X2 ⋯ Xp

↓ ↓ ⋯ ↓

𝒳n×p =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

x[ j] =

x1i
x2j

⋮
xnj

∈ ℝn , j = 1, 2, …, p

= (x[1] x[2] ⋯ x[p])
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• 数据矩阵  :𝒳n×p

几何观点 (The Geometric Point of View)

X1 X2 ⋯ Xp

↓ ↓ ⋯ ↓

𝒳n×p =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

= (x[1] x[2] ⋯ x[p])

x <- banknote$Bottom 
y <- banknote$Left 
z <- banknote$Top 
group <- banknote$Status 
df2 <- data.frame(x, y, z, group) 
p2 <- plot_ly(df2, 
              x = ~x, 
              y = ~y, 
              z = ~z, 
              color = ~group,       # 分组自色
              colors = c("#1f77b4","#ff7f0e"), 
              type = "scatter3d",   # 作三维散点图 

              mode = "markers",     # 只显示点 
              marker = list( 
                size = 3,           # 点大小

                opacity = 0.8,      # 透明度 
                line = list(width = 0.5, color = "black") 

              )) %>% 
  layout( 
    title = list(text = "钞票数据集的分组三维散点图 | plotly", 
x = 0.5, font = list(size = 15)), 
    scene = list(                   # 统一
      xaxis = list(title = "X"), 
      yaxis = list(title = "Y"), 
      zaxis = list(title = "Z") 
    ), 
    legend = list(title = list(text = "分组")) 
  ) %>% 
  config(displaylogo = FALSE) 
p2

ℝn

坐标为  的  个变量点x[ j] p
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• 当  很大时，无法利用可视化对数据点或变量点进行解释.n, p

• 我们尝试在低维子空间上同时对列空间  与行空间  进行近似.C (𝒳) C (𝒳T)

• 在作近似时，不能有过多的信息损失，点之间的结构不得出现显著不同.

• 有助于通过 , , 或  中的图形来深入了解  的结构.ℝ ℝ2 ℝ3 𝒳

• 核心是找到降维的因子.

几何观点 (The Geometric Point of View)
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x <- c(-1.5, -0.5, 0.3, 1.2, 1.3, 2.5) 
y <- c(-0.4, -1.0, 1.2, 0.3, 1.5, 0.8) 
plot(x, y, xlim = c(-2.5, 3.0), ylim = c(-2, 2), axes = FALSE, pch = 8, cex = 1, xlab = '', ylab = '', asp = 1) 
arrows(0, 0, 3.0, 0) 
arrows(0, 0, 0, 2) 
arrows(0, 0, -2, -2) 
arrows(0, 0, 0.5, 0.3, col = 'red', lwd = 2, length = 0.15) 
arrows(0, 0, 1.3, 1.5, length = 0.15) 
abline(coef = c(0, 0.6), col = 'green4', lty = 2) 
a <- array(0, dim = length(x)) 
b <- array(0, dim = length(x)) 
for (i in 1:length(x)) { 
  a[i] <- (10 * x[i] + 6 * y[i]) / 13.6 
  b[i] <- 0.6 * a[i] 
  lines(c(x[i], a[i]), c(y[i], b[i]), lty=3) 
} 
arrows(0, 0, a[5], b[5], length = 0.15)

拟合  维数据点 (Fitting the -Dimensional Point Cloud)p p

• 1 维子空间

‣  表示为  中的  个点.𝒳 ℝp n
𝒳n×p =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp
↑ ↑ ⋯ ↑

X1 X2 ⋯ Xp
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拟合  维数据点 (Fitting the -Dimensional Point Cloud)p p

• 1 维子空间

‣  表示为  中的  个点.𝒳 ℝp n
𝒳n×p =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp
↑ ↑ ⋯ ↑

X1 X2 ⋯ Xp
‣ 问题：确定一 F1

F1
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拟合  维数据点 (Fitting the -Dimensional Point Cloud)p p

• 1 维子空间

‣  表示为  中的  个点.𝒳 ℝp n
𝒳n×p =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp
↑ ↑ ⋯ ↑

X1 X2 ⋯ Xp
‣ 问题：确定一 F1

F1

‣ 线的方一 u1 ∈ ℝp

u1

u1 = 1
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拟合  维数据点 (Fitting the -Dimensional Point Cloud)p p

• 1 维子空间

‣  表示为  中的  个点.𝒳 ℝp n
𝒳n×p =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp
↑ ↑ ⋯ ↑

X1 X2 ⋯ Xp
‣ 问题：确定一 F1

u1

u1 = 1

F1
xi

pxi

‣ 将  中的所有点  投影到直线  上.ℝp xi F1

‣ 线的方一 u1 ∈ ℝp

‣ 我们寻找能对  个点进行 n u1
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‣ 点  在直线  上表示为  在  上 

的投影

xi ∈ ℝp F1 xi u1

pxi
= xT

i
u1

u1
= xT

i u1

‣ 定义“最小二 小F1 u1 ∈ ℝp

n

∑
i=1

xi − pxi

2

‣ 勾股定理: xi − pxi

2 = xi
2 − pxi

2

⟹
n

∑
i=1

xi − pxi

2 =
n

∑
i=1

xi
2 −

n

∑
i=1

pxi

2

最小
最大

拟合  维数据点 (Fitting the -Dimensional Point Cloud)p p

• 1 维子空间
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‣ 问题：在约束条件  下，求使得  最大 u1 = 1
n

∑
i=1

pxi

2 u1 ∈ ℝp

px1

px2

⋮
pxn

=

xT
1 u1

xT
2 u1
⋮

xT
n u1

=

xT
1

xT
2
⋮
xT

n

u1 = 𝒳u1

‣ 问题最终可表示为：  .max
uT

1 u1=1
uT

1 (𝒳𝒳

拟合  维数据点 (Fitting the -Dimensional Point Cloud)p p

• 1 维子空间

𝒜
ℬ = ℐp

x = u1
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定理 10.1 使得  最小的向量  是  的最大特征值对应的特征向量.
n

∑
i=1

xi − pxi

2 u1 𝒳T𝒳

‣ 若数据已中心   心

 方

x = 0 𝒳  𝒳 𝒳

1
n

𝒳𝒳

‣ 定理 10.1 表明，我们要确定的是二 方

 大

max
uT

1 u1=1
uT

1 (𝒳𝒳

𝒮𝒳



𝒳𝒳

拟合  维数据点 (Fitting the -Dimensional Point Cloud)p p

• 1 维子空间



Decomposition of Data Matrices by Factors

拟合  维数据点 (Fitting the -Dimensional Point Cloud)p p

• 数据点在  上的表示F1

首个因子变量或首因子

‣  个观测点在  上的坐标为n F1

𝒳u1

 是首个因子轴u1

‣  个观测点 ，现在由一子 n xi z1 = 𝒳

‣ 首子一

𝒳n×p =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

↑ ↑ ⋯ ↑
X[1] X[2] ⋯ X[p]

u1 =

u11
u21
⋮

up1

Z1 = u11X[1] + u21X[2] + ⋯ + up1X[p]
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• 2 维子空间

‣ 如果用一面 用一



n
u1

‣ 该平面  一

二

 

下达到最大

(u1) u1 u2

u2 uT
2 (𝒳𝒳

u2 = 1 , uT
1 u2 = 0

定理 10.2 第二个因子轴  是  的第二大特征值  对应的单位特征向量.u2 𝒳T𝒳 λ2

拟合  维数据点 (Fitting the -Dimensional Point Cloud)p p
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• 2 维子空间
x <- c(-1.5, -0.5, 0.3, 1.2, 1.3, 2.5) 
y <- c(-0.4, -1.0, 1.2, 0.3, 1.5, 0.8) 
plot(x, y, xlim = c(-2.5, 3.0), ylim = c(-2, 2), axes = FALSE, pch = 8, cex = 1, xlab = '', ylab = '', asp = 1) 
arrows(0, 0, 3.0, 0, length = 0.15) 
arrows(0, 0, 0, 2, length = 0.15) 
arrows(0, 0, -2, -2, length = 0.15) 
arrows(0, 0, 0.5, 0.3, col = 'red', lwd = 3, length = 0.15) 
arrows(0, 0, -0.3, 0.5, col = 'red', lwd = 3, length = 0.15) 
arrows(0, 0, 1.3, 1.5, length = 0.15) 
arrows(-2, -1.2, 3, 1.8, col = 'green4', length = 0.15) 
arrows(1, -10/6, -1, 10/6, col = 'green4', length = 0.15) 
# abline(coef = c(0, -10/6), col = 'green4', lty = 2) 
a <- array(0, dim = length(x)); b <- array(0, dim = length(x)) 
c <- array(0, dim = length(x)); d <- array(0, dim = length(x)) 
for (i in 1:length(x)) { 
  a[i] <- (10 * x[i] + 6 * y[i]) / 13.6; b[i] <- 0.6 * a[i] 
  c[i] <- ((6/10) * x[i] - y[i]) / (10/6 + 6/10); d[i] <- -(10/6) * c[i] 
} 
lines(c(x[5], a[5]), c(y[5], b[5]), lty=3) 
lines(c(x[5], c[5]), c(y[5], d[5]), lty=3)

拟合  维数据点 (Fitting the -Dimensional Point Cloud)p p
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• 2 维子空间

ℝp

xi

Z1

u1

u2

Z2

zi1

zi2

u1 = 1 , u2 = 1 , uT
1 u2 = 0

拟合  维数据点 (Fitting the -Dimensional Point Cloud)p p
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• 2 维子空间

‣ 单位向量  确定了数据点要投影到的第二 u2 F2

‣  个数据点在  上的坐标为 .n F2 z2 = 𝒳

‣ 称变量  为第二子二子Z2

拟合  维数据点 (Fitting the -Dimensional Point Cloud)p p
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拟合  维数据点 (Fitting the -Dimensional Point Cloud)p p

•  维子空间q (q ≤ p)

‣ 最佳子  

生

𝒳𝒳 λ1 ≥ λ2 ≥ ⋯ ≥ λq u1 , u2, …, uq

‣  个数据点在第  个因子  子



n k uk k zk = 𝒳

(k = 1, 2, …, q)

‣ 每一子  一

 

 .

zk = (z1k, z2k, …, znk)T X[1], X[2], …, X[p]

k uk

zik =
p

∑
m=1

ximumk
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• 1 维子空间

拟合  维数据点 (Fitting the -Dimensional Point Cloud)n n

‣ 将  看作是由  当中的  个点构成.𝒳 ℝn p
𝒳n×p =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

↑ ↑ ⋯ ↑
x[1] x[2] ⋯ x[p]

‣ 问题：确定一 G1

‣ 直线的方 一 ℝn v1 ∈ ℝn

‣ 我们寻找向量  以使它能对最初的  个点集给出 “最佳” 拟合.v1 p
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x <- c(-1.5, -0.5, 0.3, 1.2, 1.3, 2.5) 
y <- c(-0.4, -1.0, 1.2, 0.3, 1.5, 0.8) 
plot(x, y, xlim = c(-2.5, 3.0), ylim = c(-2, 2), axes = FALSE, pch = 8, cex = 1,  
     xlab = '', ylab = '', asp = 1) 
arrows(0, 0, 3.0, 0, length = 0.15) 
arrows(0, 0, 0, 2, length = 0.15) 
arrows(0, 0, -2, -2, length = 0.15) 
arrows(0, 0, 0.5, 0.3, col = 'red', lwd = 2, length = 0.15) 
arrows(0, 0, 1.3, 1.5, length = 0.15) 
abline(coef = c(0, 0.6), col = 'green4', lty = 2) 
a <- array(0, dim = length(x)) 
b <- array(0, dim = length(x)) 
for (i in 1:length(x)) { 
  a[i] <- (10 * x[i] + 6 * y[i]) / 13.6 
  b[i] <- 0.6 * a[i] 
  lines(c(x[i], a[i]), c(y[i], b[i]), lty=3) 
} 
arrows(0, 0, a[5], b[5], length = 0.15)

• 1 维子空间

拟合  维数据点 (Fitting the -Dimensional Point Cloud)n n
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v1

ℝn
G1

• 1 维子空间

拟合  维数据点 (Fitting the -Dimensional Point Cloud)n n

v1 = 1

x[ j]

px[ j]
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• 1 维子空间

拟合  维数据点 (Fitting the -Dimensional Point Cloud)n n

‣  在直线  上的表示即  在  上的

投影

x[ j] ∈ ℝn G1 x[ j] v1

px[ j]
= xT

[ j]
v1

v1
= xT

[ j]v1

‣ 与  维情形类似，我们求使得 

 

最小一

p
p

∑
j=1

x[ j] − px[ j]

2 =
p

∑
j=1

x[ j]
2 −

p

∑
j=1

px[ j]

2

v1

‣ 等价于求使得  最大一
p

∑
j=1

px[ j]

2 v1
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• 1 维子空间

拟合  维数据点 (Fitting the -Dimensional Point Cloud)n n

‣  在直线  上的表示即  在  上的

投影

x[ j] ∈ ℝn G1 x[ j] v1

px[ j]
= xT

[ j]
v1

v1
= xT

[ j]v1

‣ 等价于求使得  最大一
p

∑
j=1

px[ j]

2 v1

replace  by 𝒳 𝒳T

‣ 等价地，我们求使得 

 

最大一

(𝒳 𝒳 
 𝒳𝒳

v1
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• 1 维子空间

拟合  维数据点 (Fitting the -Dimensional Point Cloud)n n

定理 10.3 使得  达到最大的向量  是  的最大特征值  对应的特征

向量.

vT
1 (𝒳𝒳T) v1 v1 𝒳𝒳T μ1

• 数据点在  上的表示G1

‣ 这  个变量在  (第一子 p G1 w1 = 𝒳

‣  个变量由初始观测值  的一



p x1, x2, …, xn v1

w1j = v11 x1j + v12 x2j + ⋯ + v1n xnj
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•  维子空间q (q ≤ n)
拟合  维数据点 (Fitting the -Dimensional Point Cloud)n n

‣ 最佳子 

生

𝒳𝒳 μ1 ≥ μ2 ≥ ⋯ ≥ μq

v1 , v2, …, vq

‣  个变量在第  个因子子 p k (k = 1, 2, …, q) wk = 𝒳

‣ 每个因子  一

 

wk = (wk1, wk2, …, wkp)
T

x1, x2, …, xn

k vk

wkj =
n

∑
m=1

vkm xmj
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•  维子空间q (q ≤ n)
拟合  维数据点 (Fitting the -Dimensional Point Cloud)n n

x <- c(-1.5, -0.5, 0.3, 1.2, 1.3, 2.5) 
y <- c(-0.4, -1.0, 1.2, 0.3, 1.5, 0.8) 
plot(x, y, xlim = c(-2.5, 3.0), ylim = c(-2, 2), axes = FALSE, pch = 16, cex = 1.5, xlab = '', ylab = '', asp = 1) 
arrows(0, 0, 3.0, 0, length = 0.15) 
arrows(0, 0, 0, 2, length = 0.15) 
arrows(0, 0, -2, -2, length = 0.15) 
arrows(0, 0, 0.3, 0.18, col = 'red', lwd = 3, length = 0.15) 
arrows(0, 0, -0.18, 0.3, col = 'red', lwd = 3, length = 0.15) 
arrows(0, 0, 1.3, 1.5, length = 0.15) 
arrows(-2, -1.2, 3, 1.8, col = 'green4', length = 0.15) 
arrows(1, -10/6, -1, 10/6, col = 'green4', length = 0.15) 
a <- array(0, dim = length(x)) 
b <- array(0, dim = length(x)) 
c <- array(0, dim = length(x)) 
d <- array(0, dim = length(x)) 
for (i in 1:length(x)) { 
  a[i] <- (10 * x[i] + 6 * y[i]) / 13.6 
  b[i] <- 0.6 * a[i] 
  c[i] <- ((6/10) * x[i] - y[i]) / (10/6 + 6/10) 
  d[i] <- -(10/6) * c[i] 
} 
lines(c(x[5], a[5]), c(y[5], b[5]), lty=3) 
lines(c(x[5], c[5]), c(y[5], d[5]), lty=3)
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•  维子空间q (q ≤ n)
拟合  维数据点 (Fitting the -Dimensional Point Cloud)n n

 -th variablej

w1j

w2j

v1
v2

G1G2

v1 = 1 , v2 = 1 , vT
1 v2 = 0
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‣ 对应的特征向量是 .uk = ck 𝒳

子空间之间的关系 (Relations Between Subspaces)

• 上述两种方法之间的对偶关系.

‣ 考虑  中的特征向量方ℝn

(𝒳𝒳T) vk = μkvk , k ≤ r = rank (𝒳𝒳T) = rank (𝒳) ≤ min {p , n}
𝒳T (𝒳𝒳T) vk = μk 𝒳T vk

Multiplying by 𝒳T

(𝒳T𝒳) (𝒳Tvk) = μk (𝒳T vk)

‣ 对同一 μk

对  的每一个特征向量 𝒳𝒳T vk   是  的一个特征向量⟹ (𝒳Tvk) 𝒳T𝒳

‣  的每一非 一𝒳𝒳 𝒳𝒳

 是某个常数ck



Decomposition of Data Matrices by Factors

‣ 对应的特征向量是 .vk = dk 𝒳

子空间之间的关系 (Relations Between Subspaces)

• 本章所介绍的两种方法之间的对偶关系.

‣ 现在，考虑  中的特征向量方ℝp

(𝒳T𝒳) uk = λkuk , k ≤ r = rank (𝒳𝒳T) = rank (𝒳) ≤ min {p , n}

𝒳 (𝒳T𝒳) uk = λk𝒳uk
Multiplying by 𝒳

(𝒳𝒳T) (𝒳uk) = λk (𝒳 uk)

‣ 对同一 λk

对  的每一个特征向量 𝒳T𝒳 uk   是  的一个特征向量⟹ (𝒳uk) 𝒳𝒳T

‣  的每一非 一𝒳𝒳 𝒳𝒳

 是某个常数dk



Decomposition of Data Matrices by Factors

‣ 因为

uT
k uk = vT

k vk = 1

vT
k vk = (dk𝒳uk)T (dk𝒳uk) = d2

k uT
k (𝒳T𝒳) uk

(𝒳T𝒳) uk = λkuk

= λkd2
k uT

k uk = λkd2
k = 1

⟹ dk =
1
λk

uT
k uk = (ck𝒳Tvk)T (ck𝒳Tvk) = c2

k vT
k (𝒳𝒳T) vk

(𝒳𝒳T) vk = μkvk

= μkc2
k vT

k vk = μkc2
k = 1

⟹ ck =
1
μk

‣ 因为  与  有相同的非𝒳𝒳 𝒳𝒳 ⟹ λk = μk

⟹ ck = dk =
1
λk

• 本章所介绍的两种方法之间的对偶关系.

子空间之间的关系 (Relations Between Subspaces)



Decomposition of Data Matrices by Factors

定理 10.4 (对偶关系) 设  的秩为 . 对于 ，  与  的第  个特征值  相同，

对应的特征向量 (分别记为  与 ) 之间的关系如下 

 .

𝒳 r k ≤ r 𝒳T𝒳 𝒳𝒳T k λk

uk vk

uk =
1
λk

𝒳T vk , vk =
1
λk

𝒳 uk

‣  个变量在因子 p vk

wk = 𝒳Tvk =
1
λk

𝒳T𝒳uk

(𝒳T𝒳) uk = λkuk

=
1
λk

λkuk = λk uk

‣ 所以，为了得到 ，并不需要精确计算出特征向量 .wk vk

• 本章所介绍的两种方法之间的对偶关系.

子空间之间的关系 (Relations Between Subspaces)



Decomposition of Data Matrices by Factors

定理 10.4 (对偶关系) 设  的秩为 . 对于 ，  与  的第  个特征值  相同，

对应的特征向量 (分别记为  与 ) 之间的关系如下 

 .

𝒳 r k ≤ r 𝒳T𝒳 𝒳𝒳T k λk

uk vk

uk =
1
λk

𝒳T vk , vk =
1
λk

𝒳 uk

• 本章所介绍的两种方法之间的对偶关系.

子空间之间的关系 (Relations Between Subspaces)

‣ 注意，  和  构成了  的奇异值分解 (SVD，singular value decomposition).uk vk 𝒳



Decomposition of Data Matrices by Factors

‣ 注意，  和  构成了  的奇异值分解 (SVD，singular value decomposition).uk vk 𝒳

‣ 令

U = (u1 u2 ⋯ ur)
V = (v1 v2 ⋯ vr)
Λ = diag (λ1 , λ2 , … , λr)

⟹ 𝒳 = VΛ1/2UT

⟹ xij =
r

∑
k=1

λ1/2
k vik ujk

定理 10.4 (对偶关系) 设  的秩为 . 对于 ，  与  的第  个特征值  相同，

对应的特征向量 (分别记为  与 ) 之间的关系如下 

 .

𝒳 r k ≤ r 𝒳T𝒳 𝒳𝒳T k λk

uk vk

uk =
1
λk

𝒳T vk , vk =
1
λk

𝒳 uk

• 本章所介绍的两种方法之间的对偶关系.

子空间之间的关系 (Relations Between Subspaces)



Decomposition of Data Matrices by Factors

• 求  的特征值  及其对应的特征向量 .𝒳T𝒳 λ1 ≥ λ2 ≥ ⋯ ≥ λp u1, u2, …, up

实际计算 (Practical Computations)

‣ 通过绘制  关于  的图形，即可得到  个观测点在一面



z1 = 𝒳 z2 = 𝒳 n

‣ 如果需要增加第三个维度，我们可以添加 .z3 = 𝒳

‣ 通过绘制  关于  的图形，即可得到  个变量在一面



w1 = λ1u1 w2 = λ2u2 p

‣ 如果需要增加第三个维度，我们可以添加 .w3 = λ3u3

‣ 更高子   无行



k > 3 zk wk



Decomposition of Data Matrices by Factors

‣ 因为

• 评估维度为  的子空间中因子表示质量的一种标准方法为q

实际计算 (Practical Computations)

‣ 一  yT y y ∈ ℝn

τq =
λ1 + λ2 + ⋯ + λq

(λ1 + λ2 + ⋯ + λq) + λq+1 + ⋯ + λp

⟹ 0 ≤ τq ≤ 1

(𝒳T𝒳) uj = λjuj ⟹ uT
j (𝒳T𝒳) uj = λjuT

j uj = λj = (𝒳uj)
T

(𝒳uj) = zT
j zj

‣ 因此,  是第  个因子λj j

‣ 比  子比τq q

‣  是  个变量的总惯量的一λ1 + λ2 + ⋯ + λp p
p

∑
j=1

λj = tr (𝒳T𝒳) =
p

∑
j=1

n

∑
i=1

x2
ij =

p

∑
j=1

xT
[ j]x[ j]



Decomposition of Data Matrices by Factors

• 例: 研究不同子女数量 (2 个、3 个、4 个或 5 个孩子) 的法国家庭 (体力劳动者 = 

MA，雇员 = EM，经理 = CA) 的食品支出情况.

setwd("~/Desktop/2023_Applied Multivariate Statistical Analysis/R Codes with data/Data") 
library(data.table) 
x <- read.csv("food.csv", header = FALSE) 
x

‣ 我们感兴趣的是研究某些家庭类型是否偏爱特定的食用里

子

‣ 数据集:

实际计算 (Practical Computations)



Decomposition of Data Matrices by Factors

x = x[, 2:ncol(x)] 
n = nrow(x) 
p = ncol(x) 
a = x - matrix(apply(x, 2, mean), n, p, byrow = T)  # substracts mean 
round(a, digits = 3)

‣ 请注意，在这个特定问题中，原点没有特定含义 (它代表一



‣ 因此，将任何一行比而

行比

‣ 因此，首行心至心 x

• 例: 研究不同子女数量 (2 个、3 个、4 个或 5 个孩子) 的法国家庭 (体力劳动者 = 

MA，雇员 = EM，经理 = CA) 的食品支出情况.

实际计算 (Practical Computations)



Decomposition of Data Matrices by Factors

one = matrix(1, n, n) 
h = diag(1, n, n) - one/n  # centering the matrix 
round(h %*% as.matrix(x), digits = 3)

‣ 回顾一心 方

心

ℋ = ℐn −
1
n

1n1T
n

• 例: 研究不同子女数量 (2 个、3 个、4 个或 5 个孩子) 的法国家庭 (体力劳动者 = 

MA，雇员 = EM，经理 = CA) 的食品支出情况.

实际计算 (Practical Computations)



Decomposition of Data Matrices by Factors

d = diag(1/sqrt(colSums(a^2)/n)) 
xs = h %*% as.matrix(x) %*% d  # standardized data 
xs1 = xs/sqrt(n) 
round(xs1, digits = 3)

‣ 此外，由于这七个变量的离散程度差异很大行

方

‣ 最后，为方见

比

n = 12

‣ 要分析的数据矩阵为 , 其中 .𝒳



𝒳𝒟 𝒟  

• 例: 研究不同子女数量 (2 个、3 个、4 个或 5 个孩子) 的法国家庭 (体力劳动者 = 

MA，雇员 = EM，经理 = CA) 的食品支出情况.

实际计算 (Practical Computations)



Decomposition of Data Matrices by Factors

xs2 = t(xs1) %*% xs1 
round(xs2, digits = 2)

‣ 相关矩阵为

‣ 我们也可以通过以下方

round(cor(x), digits = 2)

• 例: 研究不同子女数量 (2 个、3 个、4 个或 5 个孩子) 的法国家庭 (体力劳动者 = 

MA，雇员 = EM，经理 = CA) 的食品支出情况.

实际计算 (Practical Computations)



Decomposition of Data Matrices by Factors

meat 

poultry

milk 

wine
bread 

veget 

fruit 

‣ 是否存在某些类型的家庭，相对于面肉

• 例: 研究不同子女数量 (2 个、3 个、4 个或 5 个孩子) 的法国家庭 (体力劳动者 = 

MA，雇员 = EM，经理 = CA) 的食品支出情况.

实际计算 (Practical Computations)

‣ 相关矩阵为



Decomposition of Data Matrices by Factors

‣ 相关矩阵的特征值和对应的特征向量为

eig = eigen(xs2)  # spectral decomposition 
lambda = eig$values 
round(lambda, digits = 2) 
gamma = eig$vectors 
round(gamma, digits = 2)

λ =

λ1

λ2

λ3

λ4

λ5

λ6

λ7

=

4.33
1.83
0.63
0.13
0.06
0.02
0.00

τ2 =
λ1 + λ2

λ1 + λ2 + λ3 + λ4 + λ5 + λ6 + λ7
= 0.8805039

‣ 二足

• 例: 研究不同子女数量 (2 个、3 个、4 个或 5 个孩子) 的法国家庭 (体力劳动者 = 

MA，雇员 = EM，经理 = CA) 的食品支出情况.

实际计算 (Practical Computations)



Decomposition of Data Matrices by Factors

‣  个变量在一面 



p = 7 w1 = λ1u1 w2 = λ2u2

w = gamma * (matrix(sqrt(lambda), nrow = nrow(gamma), ncol = ncol(gamma), byrow = T))  # coordinates of food 
w = w[, 1:2] 
w = round(w, 3) 
namew = c("bread", "veget", "fruit", "meat", "poult", "milk", "wine") 

par(mfrow = c(2, 1)) 
plot(w[, 1], -w[, 2], type = "n", xlab = "W[,1]", ylab = "W[,2]", main = "Food", cex.axis = 1.2,  
     cex.lab = 1.2, cex.main = 1.6, xlim = c(-1.2, 0.5), ylim = c(-1, 0.5)) 
text(w[, 1], -w[, 2], namew, xpd = NA) 
abline(h = 0, v = 0, lwd = 1.2) 

for (i in 1:7) { 
  mtext(namew[i], side = 1, line = 5 + i, at = -1.15) 
  mtext(toString(c(sprintf("%.3f", w[i, 1]))), side = 1, line = 5 + i, at = -0.55) 
  mtext(toString(c(sprintf("%.3f", w[i, 2]))), side = 1, line = 5 + i, at = 0) 
}

• 例: 研究不同子女数量 (2 个、3 个、4 个或 5 个孩子) 的法国家庭 (体力劳动者 = 

MA，雇员 = EM，经理 = CA) 的食品支出情况.

实际计算 (Practical Computations)



Decomposition of Data Matrices by Factors

实际计算 (Practical Computations)

meat/fruit factor of consumption 
(肉类/蔬果因子)

bread/wine component 
(面包/红酒因子)



Decomposition of Data Matrices by Factors

‣  个数据点在一面 



n z1 = 𝒳 z2 = 𝒳

z1 = xs1 %*% gamma  # coordinates of families 
z2 = sqrt(n/p) * z1 
z = z2[, 1:2] 
z = round(z, 3) 
namez = c("ma2", "em2", "ca2", "ma3", "em3", "ca3", "ma4", "em4", "ca4", "ma5", "em5", "ca5") 

graphics.off() 
par(mfrow = c(2, 1)) 
plot(z[, 1], -z[, 2], type = "n", xlim = c(-2, 2), ylim = c(-1.1, 1), xlab = "Z[,1]",  
     ylab = "Z[,2]", main = "Families", cex.axis = 1.2, cex.lab = 1.2, cex.main = 1.6) 
text(z[, 1], -z[, 2], namez, xpd = NA) 
abline(h = 0, v = 0, lwd = 1.2) 

for (i in 1:12) { 
  mtext(namez[i], side = 1, line = 5 + i, at = -2) 
  mtext(toString(c(sprintf("%.3f", z[i, 1]))), side = 1, line = 5 + i, at = -1) 
  mtext(toString(c(sprintf("%.3f", z[i, 2]))), side = 1, line = 5 + i, at = -0) 
}

• 例: 研究不同子女数量 (2 个、3 个、4 个或 5 个孩子) 的法国家庭 (体力劳动者 = 

MA，雇员 = EM，经理 = CA) 的食品支出情况.

实际计算 (Practical Computations)



Decomposition of Data Matrices by Factors

实际计算 (Practical Computations)

图中显示的点是相对于由原点代表的平

均消费绘制的.



Decomposition of Data Matrices by Factors

实际计算 (Practical Computations)

经理家庭位于图表的左上角.

体力劳动者和雇员家庭则倾向于

右上角.



Decomposition of Data Matrices by Factors

实际计算 (Practical Computations)

在第 11 章，我们将重新审视这些图表，并进行更深入的解读.

对于 CA5 (有五个孩子的经理家庭)，其因子变量靠近肉类/水果因子. 相较于普通

消费者，这类家庭是肉类/家禽以及水果/蔬菜的大量消费群体.


