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已学知识点 (Recap)

第 7 章 假设检验

‣ 问题： ， ，在以下两个假设中作出决策 x1, x2, …, xn
i.i.d.∼ F(x; θ) xi ∈ 𝒳 ⊂ ℝp

H0 : θ ∈ Ω0 ⟷ H1 : θ ∈ Ω1

‣ 拒绝域 (rejection region) ：由样本空间  中的某些值构成的集合，R 𝒳 ⊂ ℝp

sup
θ∈Ω0

P (𝒳 ∈ R θ) ≤ α犯第 I 类错误的概率

总体

样本

样本空间

零假设 

对应某一简化模型

备择假设 

对应某一全模型

检验的显著水平 (事先指定)

‣ 似然比： λ (𝒳) ≜
L*0
L*1

=
max
θ∈Ω0

L (𝒳; θ)
max
θ∈Ω1

L (𝒳; θ) 似然函数

‣ 似然比检验：似然比的值很小时我们拒绝 ，拒绝域为 .H0 R = {𝒳 : λ (𝒳) < c}

确定临界值 c

因为  的抽样分布复杂，如何将  表示为  的函数是难点！λ (𝒳) c α



已学知识点 (Recap)

第 7 章 假设检验

‣ 问题： ， ，在以下两个假设中作出决策 x1, x2, …, xn
i.i.d.∼ F(x; θ) xi ∈ 𝒳 ⊂ ℝp

H0 : θ ∈ Ω0 ⟷ H1 : θ ∈ Ω1

总体

样本

样本空间

零假设 

对应某一简化模型

备择假设 

对应某一全模型

‣ 对数似然比： .−2 ln λ = 2 (ℓ*1 − ℓ*0 ) ℓ*0 = ln L*0 = max
θ∈Ω0

ln L (𝒳; θ)
ℓ*1 = ln L*1 = max

θ∈Ω1

ln L (𝒳; θ)
‣ 拒绝域为 .R = {𝒳 : − 2 ln λ (𝒳) > k}
‣ Wilks 定理：如果  是一个  维空间，而  是  维的子空间，则在

正则条件下 

Ω1 ⊂ ℝq q Ω0 ⊂ Ω1 r

∀ θ ∈ Ω0 : − 2 ln λ ℒ⟶ χ2
q−r as n → ∞

‣ 渐进地，似然比 R = {𝒳      𝒳 


上侧  分位数α



已学知识点 (Recap)

第 7 章 假设检验

‣ 检验问题 1：总体 ，其中  已知，对假设 ，当 

 时拒绝 .

X ∼ Np (μ , Σ) Σ H0 : μ = μ0

−2 ln λ = n (x − μ0)T Σ−1 (x − μ0) > χ2
p(α) H0



已学知识点 (Recap)

第 7 章 假设检验

‣ 检验问题 2：总体 ，其中  未知，对假设 ， 

① 精确检验：当  时拒绝 . 

② 渐进检验：当  时拒绝 . 

③  的置信度为  的置信域： 

 

④  的联合置信区间： ，下述区间同时以概率  包含  在内 

 

⑤  的联合置信区间 

X ∼ Np (μ , Σ) Σ H0 : μ = μ0
n − p

p
⋅ (x − μ0)T 𝒮−1 (x − μ0) > Fp, n−p (α) H0

−2 ln λ = n ln [1 + (x − μ0)T 𝒮−1 (x − μ0)] > χ2
p(α) H0

μ 1 − α

{μ ∈ ℝp (x − μ)T 𝒮−1 (x − μ) ≤
p

n − p
⋅ Fp, n−p(α)}

aTμ ∀ a ∈ ℝp 1 − α aTμ

(aTx − Kα ⋅ aT𝒮a , aTx + Kα ⋅ aT𝒮a)
μj , j = 1, 2, …, p

(xj −
p

n − p
⋅ Fp, n−p(α) ⋅ sjj , xj +

p
n − p

⋅ Fp, n−p(α) ⋅ sjj)

Kα =
p

n − p
⋅ Fp, n−p(α)



已学知识点 (Recap)

第 7 章 假设检验

‣ 检验问题 3：总体 ，其中  未知，对假设 ，当 

  时拒绝 .

X ∼ Np (μ , Σ) μ H0 : Σ = Σ0

−2 ln λ = n tr (Σ−1
0 𝒮) − n ln Σ−1

0 𝒮 − np > χ2
m(α) H0

m =
1
2

p(p + 1)



Hypothesis Testing

似然比检验 (Likelihood Ratio Test)

检验问题 4：假设  相互独立的随机变量，且 ， ，其中  

未知. 

Y1, Y2, …, Yn Yi ∼ N1 (βTxi , σ2) xi ∈ ℝp σ2

H0 : β = β0 ⟷ H1 : 无约束

f (y, 𝒳; βT, σ) =
1

2π σ
exp {−

1
2σ2 (y − βTxi)2}

𝒳 =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

=

xT
1

xT
2
⋮
xT

n

L (y, 𝒳; βT, σ) =
n

∏
i=1

f (yi, 𝒳; βT, σ) =
n

∏
i=1 { 1

2π σ
exp [−

1
2σ2 (yi − βTxi)2]}

ℓ (y, 𝒳; βT, σ) = log L (y, 𝒳; βT, σ) = −
n
2

log(2π) − n log σ −
1

2σ2

n

∑
i=1

(yi − βTxi)2

= −
n
2

log(2π) − n log σ −
1

2σ2 (y − 𝒳β)T (y − 𝒳β)

⟹ ̂β = (𝒳T𝒳)−1 𝒳Ty , ̂σ 2 =
1
n

y − 𝒳 ̂β
2



Hypothesis Testing

似然比检验 (Likelihood Ratio Test)

检验问题 4：假设  相互独立的随机变量，且 ， ，其中  

未知. 

Y1, Y2, …, Yn Yi ∼ N1 (βTxi , σ2) xi ∈ ℝp σ2

H0 : β = β0 ⟷ H1 : 无约束

‣ 当  为真时，H0 β = β0 , ̂σ 2
0 =

1
n

y − 𝒳


‣ 当  为真时，H1
̂β = (𝒳𝒳 𝒳   




  𝒳


−2 log λ = 2 (ℓ*1 − ℓ*0 )

−n log(2π) − n log ( 1
n

y − 𝒳 ̂β
2

) −
n

y − 𝒳 ̂β
2 (y − 𝒳 ̂β)

T

(y − 𝒳 ̂β)

= n log(2π) + n log ( 1
n

y − 𝒳β0
2) +

n

y − 𝒳β0
2 (y − 𝒳β0)T (y − 𝒳β0)

= n log
y − 𝒳β0

2

y − 𝒳 ̂β
2

ℒ⟶ χ2
p , n → ∞



Hypothesis Testing

似然比检验 (Likelihood Ratio Test)

检验问题 4：假设  相互独立的随机变量，且 ， ，其中  

未知. 

Y1, Y2, …, Yn Yi ∼ N1 (βTxi , σ2) xi ∈ ℝp σ2

H0 : β = β0 ⟷ H1 : 无约束

‣ 当  为真时，H0 β = β0 , ̂σ 2
0 =

1
n

y − 𝒳


‣ 当  为真时，H1
̂β = (𝒳𝒳 𝒳   




  𝒳


−2 log λ = 2 (ℓ*1 − ℓ*0 ) = n log
y − 𝒳β0

2

y − 𝒳 ̂β
2

ℒ⟶ χ2
p , n → ∞

‣ 还可以证明

F =
n − p

p
⋅

y − 𝒳β0
2

y − 𝒳 ̂β
2 − 1 ∼ Fp, n−p



Hypothesis Testing

似然比检验 (Likelihood Ratio Test)

• 例: 我们再来讨论“经典蓝色”帽衫数据.
x <- c(230, 125, 200, 109, 181, 99, 55, 107, 165, 97, 105, 98, 150, 115, 85, 71, 97, 120, 0, 82, 
       192, 100, 150, 103, 181, 80, 85, 111, 189, 90, 120, 93, 172, 95, 110, 86, 170, 125, 130, 78) 
pullover <- matrix(x, ncol = 4, byrow = TRUE) 
pullover <- as.data.frame(pullover) 
colnames(pullover) <- c("X1", "X2", "X3", "X4") 
pullover 
X1_2.lm <- lm(X1 ~ X2, data = pullover) 
summary(X1_2.lm)



Hypothesis Testing

似然比检验 (Likelihood Ratio Test)

• 例: 我们再来讨论“经典蓝色”帽衫数据.
plot(pullover[ ,2:1], xlab='X2 (Price)', ylab='X1 (Sales)', axes=FALSE, pch=16, ylim=c(90, 250), xlim=c(75, 130)) 
axis(1) 
axis(2) 
abline(X1_2.lm, col='red', lwd=2)

̂X 1 = 210.7736 − 0.364X2



Hypothesis Testing

似然比检验 (Likelihood Ratio Test)

• 例: 我们再来讨论“经典蓝色”帽衫数据.

‣ 也许我们会问 .H0 : (α
β) = (211

0 )
−2 log λ = n log

y − 𝒳β0
2

y − 𝒳 ̂β
2

‣ 似然比

# LR test statistic 
y <- as.matrix(pullover$X1) 
X <- matrix(c(rep(1, 10), pullover$X2), ncol=2, byrow=FALSE) 
beta_0 <- matrix(c(211, 0), nrow=2) 
beta_hat <- as.matrix(X1_2.lm$coefficients) 
n <- 10 
(test.stat <- n * log(t(y - X %*% beta_0) %*% (y - X %*% beta_0) / t(y - X %*% beta_hat) %*% (y - X %*% beta_hat)))

= 9.098785



Hypothesis Testing

似然比检验 (Likelihood Ratio Test)

• 例: 我们再来讨论“经典蓝色”帽衫数据.

‣ 也许我们会问 .H0 : (α
β) = (211

0 )
−2 log λ = n log

y − 𝒳β0
2

y − 𝒳 ̂β
2

‣ 似然比

= 9.098785

# p-value 
pchisq(test.stat, 2, lower.tail = FALSE)

‣ 结论: 因为检验的  值 , 我们拒绝 .p = 0.01057362 < 0.05 H0



Hypothesis Testing

似然比检验 (Likelihood Ratio Test)

• 例: 我们再来讨论“经典蓝色”帽衫数据.

‣ 也许我们会问 .H0 : (α
β) = (211

0 )
‣  检验:F

F =
n − p

p
⋅

y − 𝒳β0
2

y − 𝒳 ̂β
2 − 1

# F test statistic 
(ftest.stat <- ((n -2)/2) * (t(y - X %*% beta_0) %*% (y - X %*% beta_0) / t(y - X %*% beta_hat) %*% (y - X %*% beta_hat) - 1))

= 5.936083

# p-value 
pf(ftest.stat, 2, n-2, lower.tail = FALSE)

‣ 结论: 因为检验的  值 , 我们拒绝 .p = 0.0262651 < 0.05 H0



Hypothesis Testing

线性假设

• 线性假设: 𝒜μ = a

均值向量 , 或线性模型的系数 μ β一个已知的  矩阵q × p

一个已知的  向量且 q × 1 q ≤ p

‣ 设 ，μ = (μ1
μ2)
H0 : μ1 = μ2 ⟺ H0 : 𝒜μ = (1 −1) (μ1

μ2) = 0 = a



Hypothesis Testing

线性假设

检验问题 5：假设  是取自总体  的一个独立同分布的简单随机样本，

其中  已知. 

X1, X2, …, Xn Np (μ, Σ)
Σ

H0 : 𝒜μ = a ⟷ H1 : 无约束

x =
1
n

n

∑
i=1

xi ∼ Np (μ,
1
n

Σ)
𝒜x ∼ Nq (𝒜μ,

1
n

𝒜Σ𝒜T)
(𝒜x − 𝒜μ)T ( 1

n
𝒜Σ𝒜T)

−1

(𝒜x − 𝒜μ) ∼ χ2
q

n (𝒜x − 𝒜μ)T (𝒜Σ𝒜T)−1 (𝒜x − 𝒜μ) ∼ χ2
q

‣ 当  为真时:H0

n (𝒜x − a)T (𝒜Σ𝒜T)−1 (𝒜x − a) ∼ χ2
q

‣ 在给定的显著水大 H0



Hypothesis Testing

线性假设

• 例: 考虑均值向量  分块的假设检验.μ = (μ1
μ2)

‣ 总体 ，其中  已知.N2p ((μ1
μ2), (Σ O

O Σ)) Σ

H0 : μ1 = μ2 ⟷ H1 : 无约束

‣ 设

𝒜 = (ℐp, − ℐp) , a =

0
0
⋮
0 p×1

𝒜μ = a ⟺ μ1 = μ2

⟹ n (x1 − x2)T (2Σ)−1 (x1 − x2) ∼ χ2
p



Hypothesis Testing

线性假设

• 例: 考虑均值向量  分块的假设检验.μ = (μ1
μ2)

‣ 总体 ，其中  已知.N2p ((μ1
μ2), (Σ O

O Σ)) Σ

‣ 设

H0 : μ1 = 0 ⟷ H1 : 无约束

𝒜 = (ℐp, O) , a =

0
0
⋮
0 p×1

𝒜μ = a ⟺ μ1 = 0

⟹ nxT
1 Σ−1x1 ∼ χ2

p



Hypothesis Testing

线性假设

检验问题 6：假设  是取自总体  的一个独立同分布的简单随机样本，

其中  未知. 

X1, X2, …, Xn Np (μ, Σ)
Σ

H0 : 𝒜μ = a ⟷ H1 : 无约束



Hypothesis Testing

线性假设

检验问题 6：假设  是取自总体  的一个独立同分布的简单随机样本，

其中  未知. 

X1, X2, …, Xn Np (μ, Σ)
Σ

H0 : 𝒜μ = a ⟷ H1 : 无约束

‣ 当  为真时:H0

𝒜x ∼ Nq (a,
1
n

𝒜Σ𝒜T)
n𝒜𝒮𝒜T ∼ Wq (𝒜Σ𝒜T, n − 1)

(n − 1)(𝒜x − a)T (𝒜𝒮𝒜T)
−1

(𝒜x − a) ∼ T2
q, n−1



Hypothesis Testing

线性假设

• 例: 我们再来讨论钞票数据集 (伪钞). 假设我们希望检验 .μ4 = μ5

‣ 此时有 𝒜 = (0 0 0 1 −1 0) , a = 0

‣ 检验统计量为 (n − 1)(𝒜x)T (𝒜𝒮f 𝒜T)−1 (𝒜x) ∼ T2
1, 99 = F1, 99

# clear variables and close windows 
rm(list = ls(all = TRUE)) 
library(mclust) 
data(banknote) 
banknote_counterfeit = subset(banknote, Status == 'counterfeit')[, 2:7] 
x_bar <- as.matrix(sapply(banknote_counterfeit, mean)); x_bar 
n <- dim(banknote_counterfeit)[1] 
S_f <- (n-1) * cov(banknote_counterfeit) / n; S_f 
A <- matrix(c(0, 0, 0, 1, -1, 0), nrow = 1, byrow = TRUE); A 
# Test statistic 
test.stat <- (n-1) * t(A %*% x_bar) %*% solve(A %*% S_f %*% t(A)) %*% (A %*% x_bar); test.stat 
# p-value 
pf(test.stat, 1, n-1, lower.tail = FALSE)

= 13.63797

‣ 结论: 因为检验的  值 , 我们拒绝 .p = 0.0003630897 < 0.05 H0 : μ4 = μ5



Hypothesis Testing

‣ 上述问题可看作如下情形： .X1, X2, …, Xn
i.i.d.∼ Np (μ, Σ)

• 重复观测

‣ 在很多情形中，我们会在  个不同时刻、或者  种不同试验条件 (不同处理方

行 立

p p

n

Z1 ∼ N1 (μ1, σ2
1)

Z2 ∼ N1 (μ2, σ2
2)

⋮

Zp ∼ N1 (μp, σ2
p)

抽样
⟹

N1 (μ1, σ2
1) N1 (μ2, σ2

2) ⋯ N1 (μp, σ2
p)

⇓ ⇓ ⋯ ⇓
X11 X12 ⋯ X1p

X21 X22 ⋯ X2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
Xn1 Xn2 ⋯ Xnp

𝒳n×p

→ X1
→ X2

⋮
→ Xn

‣ 欲检验的假设为 .H0 : μ1 = μ2 = ⋯ = μp

线性假设



Hypothesis Testing

‣ 欲检验的假设为 .H0 : μ1 = μ2 = ⋯ = μp

• 重复观测

线性假设

‣ 记 𝒞

    
    
    
     

⟺ H0 : 𝒞μ = 0

μ =

μ1
μ2
⋮
μp

‣ 注意到在很多情形中，试验条件之一

𝒞 =

1 −1 0 ⋯ 0
1 0 −1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 0 0 ⋯ −1 (p−1)×p控制 (μ1)



Hypothesis Testing

• 重复观测

‣ 当  真时H0 : 𝒞 

(n − 1) xT𝒞T (𝒞𝒮𝒞T)
−1

𝒞x ∼ T2
p−1, n−1

(n − 1) − (p − 1) + 1
(n − 1)(p − 1)

⋅ (n − 1) xT𝒞T (𝒞𝒮𝒞T)
−1

𝒞x ∼ Fp−1, n−p+1

⟹
n − p + 1

p − 1
xT𝒞T (𝒞𝒮𝒞T)

−1
𝒞x ∼ Fp−1, n−p+1

‣ 零假设  的拒绝域为H0 : 𝒞 

n − p + 1
p − 1

xT𝒞T (𝒞𝒮𝒞T)
−1

𝒞x > Fp−1, n−p+1(α)

上  分位数α

线性假设



Hypothesis Testing

• 重复观测

‣ 记  , 则 Yi = 𝒞 Yi ∼ Np−1 (𝒞 𝒞𝒞

Xi ∼ Np (μ, Σ)

‣ 对所有 ，下述联合置信区间将以概率  包含 a ∈ ℝp−1 1 − α aT𝒞

aT𝒞x −
p − 1

n − p + 1
Fp−1, n−p+1(α) ⋅ aT𝒞𝒮𝒞Ta , aT𝒞x +

p − 1
n − p + 1

Fp−1, n−p+1(α) ⋅ aT𝒞𝒮𝒞Ta

线性假设



Hypothesis Testing

‣ 若 ，则a =

a1
a2
⋮

ap−1

• 重复观测

‣ 看看该问题的性质

𝒞 =

1 −1 0 ⋯ 0 0
0 1 −1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 ⋯ 1 −1 (p−1)×p

, 𝒞 =

1 −1 0 ⋯ 0
1 0 −1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 0 0 ⋯ −1 (p−1)×p

行元素之和为零

⟹ 𝒞1p = 0

(a1 , a2 , ⋯ , ap−1)
1 −1 0 ⋯ 0 0
0 1 −1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
0 0 0 ⋯ 1 −1

= (a1 , a2 − a1 , a3 − a2 , ⋯ , ap−1 − ap−2 , − ap−1)

aT𝒞 =

元素之和为零

‣ 这表明如果我们记 ，则有 .b = 𝒞  𝒞 bT1p =
p

∑
j=1

bj = 0

常数

线性假设



Hypothesis Testing

‣ 于是，在置信度为  时，对  的所有对比 1 − α μ bTμ

bTx −
p − 1

n − p + 1
Fp−1, n−p+1(α) ⋅ bT𝒮b , bTx +

p − 1
n − p + 1

Fp−1, n−p+1(α) ⋅ bT𝒮b

• 重复观测

线性假设



Hypothesis Testing

• 例: Bock (1975) 研究了从八年级到十一年级儿童词汇的演变. 该数据集包含随机选

择的 40 名儿童的词汇测试成绩.

‣ 由于对同一子八至十一行

 n = 40 p = 4

‣ 检验统计量为

x =

1.086
2.544
2.851
3.420

, 𝒮 =

2.902 2.438 2.963 2.183
2.438 3.049 2.775 2.319
2.963 2.775 4.281 2.939
2.183 2.319 2.939 3.162

• 重复观测

线性假设



Hypothesis Testing

‣ 假设我们对孩子  μj 𝒞

𝒞 = (
1 −1 0 0
0 1 −1 0
0 0 1 −1)

‣ 对 ，我们有 H0 : 𝒞 
n − p + 1

p − 1
xT𝒞 𝒞𝒮𝒞


𝒞  

‣ 零假设  的拒绝域为H0 : 𝒞 
n − p + 1

p − 1
xT𝒞T (𝒞𝒮𝒞T)

−1
𝒞x > Fp−1, n−p+1(α)

(
μ1 − μ2
μ2 − μ3
μ3 − μ4

) = (
0
0
0)

• 例: Bock (1975) 研究了从八年级到十一年级儿童词汇的演变. 该数据集包含随机选

择的 40 名儿童的词汇测试成绩.

• 重复观测

线性假设



Hypothesis Testing

#### Example: Bock 
rm(list = ls(all = TRUE)) 
n <- 40 
p <- 4 
x_bar <- matrix(c(1.086, 2.544, 2.851, 3.420), nrow = 4) 
x <- c(2.902, 2.438, 2.963, 2.183, 2.438, 3.049, 2.775, 2.319, 2.963, 2.775, 4.281, 2.939, 2.183, 2.319, 2.939, 3.162) 
S <- matrix(x, nrow = 4, byrow = TRUE) 
C <- matrix(c(1, -1, 0, 0, 0, 1, -1, 0, 0, 0, 1, -1), nrow = 3, byrow = TRUE) 
(F_obs <- ((n-p-1) / (p-1)) * t(x_bar) %*% t(C) %*% solve(C %*% S %*% t(C)) %*% C %*% x_bar) 
(p_value <- pf(F_obs, p-1, n-p+1, lower.tail = FALSE))

‣ 结论: 相邻的均值之间存在显著差异.

• 例: Bock (1975) 研究了从八年级到十一年级儿童词汇的演变. 该数据集包含随机选

择的 40 名儿童的词汇测试成绩.

• 重复观测

线性假设



Hypothesis Testing

‣ 对  的所有对比 μ bTμ

bTx −
p − 1

n − p + 1
Fp−1, n−p+1(α) ⋅ bT𝒮b , bTx +

p − 1
n − p + 1

Fp−1, n−p+1(α) ⋅ bT𝒮b

• 例: Bock (1975) 研究了从八年级到十一年级儿童词汇的演变. 该数据集包含随机选

择的 40 名儿童的词汇测试成绩.

• 重复观测

线性假设

‣ 取 b1 =

1
−1
0
0

, b2 =

0
1

−1
0

, b3 =

0
0
1

−1
b1 <- matrix(c(1, -1, 0, 0), nrow=4) 
(t(b1) %*% x_bar - sqrt((p-1)/(n-p+1) * qf(0.05, p-1, n-p+1, lower.tail = FALSE) * t(b1) %*% S %*% b1)) 
(t(b1) %*% x_bar + sqrt((p-1)/(n-p+1) * qf(0.05, p-1, n-p+1, lower.tail = FALSE) * t(b1) %*% S %*% b1)) 
b2 <- matrix(c(0, 1, -1, 0), nrow=4) 
(t(b2) %*% x_bar - sqrt((p-1)/(n-p+1) * qf(0.05, p-1, n-p+1, lower.tail = FALSE) * t(b2) %*% S %*% b2)) 
(t(b2) %*% x_bar + sqrt((p-1)/(n-p+1) * qf(0.05, p-1, n-p+1, lower.tail = FALSE) * t(b2) %*% S %*% b2)) 
b3 <- matrix(c(0, 0, 1, -1), nrow=4) 
(t(b3) %*% x_bar - sqrt((p-1)/(n-p+1) * qf(0.05, p-1, n-p+1, lower.tail = FALSE) * t(b3) %*% S %*% b3)) 
(t(b3) %*% x_bar + sqrt((p-1)/(n-p+1) * qf(0.05, p-1, n-p+1, lower.tail = FALSE) * t(b3) %*% S %*% b3))



Hypothesis Testing

‣ 对  的所有对比 μ bTμ

bTx −
p − 1

n − p + 1
Fp−1, n−p+1(α) ⋅ bT𝒮b , bTx +

p − 1
n − p + 1

Fp−1, n−p+1(α) ⋅ bT𝒮b

• 例: Bock (1975) 研究了从八年级到十一年级儿童词汇的演变. 该数据集包含随机选

择的 40 名儿童的词汇测试成绩.

• 重复观测

线性假设

‣ 取 b1 =

1
−1
0
0

, b2 =

0
1

−1
0

, b3 =

0
0
1

−1

⟹
−1.957 ≤ μ1 − μ2 ≤ − 0.959
−0.949 ≤ μ2 − μ3 ≤ 0.335
−1.171 ≤ μ3 − μ4 ≤ 0.033

‣ 因此，拒绝  的主要原因在于儿八



H0 : μ1 = μ2 = μ3 = μ4



Hypothesis Testing

• 例: Bock (1975) 研究了从八年级到十一年级儿童词汇的演变. 该数据集包含随机选

择的 40 名儿童的词汇测试成绩.

• 重复观测

线性假设

‣ 若取 b1 =

1
− 1

3

− 1
3

− 1
3

, b2 =

1
3
1
3
1
3

−1

, b3 =

0
1
0

−1

b4 <- matrix(c(1, -1/3, -1/3, -1/3), nrow=4) 
(t(b4) %*% x_bar - sqrt((p-1)/(n-p+1) * qf(0.05, p-1, n-p+1, lower.tail = FALSE) * t(b4) %*% S %*% b4)) 
(t(b4) %*% x_bar + sqrt((p-1)/(n-p+1) * qf(0.05, p-1, n-p+1, lower.tail = FALSE) * t(b4) %*% S %*% b4)) 
b5 <- matrix(c(1/3, 1/3, 1/3, -1), nrow=4) 
(t(b5) %*% x_bar - sqrt((p-1)/(n-p+1) * qf(0.05, p-1, n-p+1, lower.tail = FALSE) * t(b5) %*% S %*% b5)) 
(t(b5) %*% x_bar + sqrt((p-1)/(n-p+1) * qf(0.05, p-1, n-p+1, lower.tail = FALSE) * t(b5) %*% S %*% b5)) 
b6 <- matrix(c(0, 1, 0, -1), nrow=4) 
(t(b6) %*% x_bar - sqrt((p-1)/(n-p+1) * qf(0.05, p-1, n-p+1, lower.tail = FALSE) * t(b6) %*% S %*% b6)) 
(t(b6) %*% x_bar + sqrt((p-1)/(n-p+1) * qf(0.05, p-1, n-p+1, lower.tail = FALSE) * t(b6) %*% S %*% b6))



Hypothesis Testing

• 例: Bock (1975) 研究了从八年级到十一年级儿童词汇的演变. 该数据集包含随机选

择的 40 名儿童的词汇测试成绩.

• 重复观测

线性假设

‣ 若取 b1 =

1
− 1

3

− 1
3

− 1
3

, b2 =

1
3
1
3
1
3

−1

, b3 =

0
1
0

−1

⟹

−2.282 ≤ μ1 −
1
3 (μ2 + μ3 + μ4) ≤ − 1.423

−1.777 ≤
1
3 (μ1 + μ2 + μ3) − μ4 ≤ − 0.742

−1.480 ≤ μ2 − μ4 ≤ − 0.272

‣ 因此，  与其它三个年级的平均值不等.μ1

‣  也与其它三个年级的平均值不等.μ4

‣  的值要大 μ4 μ2
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线性假设

检验问题 7：假设  相互独立，且 ， ，其中  未知. Y1, Y2, …, Yn Yi ∼ N1 (βTxi , σ2) xi ∈ ℝp σ2

H0 : 𝒜β = a ⟷ H1 : 无约束

‣ 当  真时，带有约束条件的极大H0

f (β, λ) = (y − xβ)T (y − xβ) − λT (𝒜β − a) , λ ∈ ℝq

‣ 求解

∂f (β, λ)
∂β

= 0

∂f (β, λ)
∂λ

= 0

⟹ β̃ = ̂β − (𝒳T𝒳)−1 𝒜T [𝒜 (𝒳T𝒳)−1 𝒜T]
−1

(𝒜 ̂β − a)

无约束的极大似然估计量 ̂β = (𝒳T𝒳)−1 𝒳Ty

σ̃2 =
1
n (y − 𝒳β̃)

T

(y − 𝒳β̃)
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线性假设

检验问题 7：假设  相互独立，且 ， ，其中  未知. Y1, Y2, …, Yn Yi ∼ N1 (βTxi , σ2) xi ∈ ℝp σ2

H0 : 𝒜β = a ⟷ H1 : 无约束

‣ 于是，似然比

−2 log λ = 2 (ℓ*1 − ℓ*0 )

= n log
y − 𝒳β̃

2

y − 𝒳 ̂β
2

ℒ⟶ χ2
q  是  中元素的个数q a

‣ 则  的似然比H0

R = {𝒳 : − 2 log λ > χ2
q (α)}  为上  分位数χ2

q(α) α
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线性假设

检验问题 7：假设  相互独立，且 ， ，其中  未知. Y1, Y2, …, Yn Yi ∼ N1 (βTxi , σ2) xi ∈ ℝp σ2

H0 : 𝒜β = a ⟷ H1 : 无约束

‣ 利用用 F

F =
n − p

q

y − 𝒳β̃
2

y − 𝒳 ̂β
2 − 1 =

n − p
q

(𝒜 ̂β − a)
T

[𝒜 (𝒳T𝒳)−1 𝒜T]
−1

(𝒜 ̂β − a)
(y − 𝒳 ̂β)

T

(y − 𝒳 ̂β)
∼ Fq, n−p

‣ 此时  的拒绝域为H0

R = {𝒳 : F > Fq, n−p (α)}
 是上  分位数Fq, n−p (α) α



Hypothesis Testing

# regression of sales X1 on price X2 
summary(X1_2.lm)

• 例: 我们再来讨论“经典蓝”帽衫数据.

‣ 对 ，  统计量的值为H0 : β = 0 F

F = 0.2311

X1 = α + βX2 = 210.7736 − 0.3640X2

‣ 结论: 我们可以认为销量与价格 (一

立

‣ 但应当意识到，如果我们将价格与广工一

一

线性假设



Hypothesis Testing

• 例: 我们再来讨论“经典蓝”帽衫数据.

线性假设

‣ 在检验问题 4 中，我们对  进行 H0 : (α
β) = (211

0 ) H0

‣ 之所以拒绝是因为这一 



β = 0 α

y = 172.70

‣ 现在我们来考虑帽衫数据的多元回归.

#### Classic pullover data, regression of sales X1 on X2, X3, and X4 

X1_234 <- lm(X1 ~ X2 + X3 + X4, data = pullover) 

summary(X1_234)



Hypothesis Testing

• 例: 我们再来讨论“经典蓝”帽衫数据.

线性假设

X1 = α + β1X2 + β2X3 + β3X4 + ε

= 65.670 − 0.216X2 + 0.485X3 + 0.844X4 + ε

β1 ≈ −
1
2

β2

‣ 在实践中，这意味着若将价格提高



广

‣ 现在我们来检验  .H0 : β1 = −
1
2

β2 ⟺ (0 , 1 ,
1
2

, 0)
α
β1

β2

β3

= 0
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• 例: 我们再来讨论“经典蓝”帽衫数据.

线性假设

# Likelihood Ratio statistic 
n <- 10 
A <- matrix(c(0, 1, 1/2, 0), nrow = 1) 
X <- as.matrix(cbind(X_1 = rep(1, 10), pullover[, 2:4])) 
beta_hat <- as.matrix(coefficients(X1_234)) 
beta_tilde <- beta_hat - solve(t(X) %*% X) %*% t(A) %*% solve(A %*% solve(t(X) %*% X) %*% t(A)) %*% A %*% beta_hat 
LR <- n * log(sum((pullover$X1 - X %*% beta_tilde)^2) / sum((pullover$X1 - X %*% beta_hat)^2)) 
LR

‣ 此时，似然比

−2 log λ = n log
y − 𝒳β̃

2

y − 𝒳 ̂β
2 = 0.01237415

‣ 现在我们来检验  .H0 : β1 = −
1
2

β2 ⟺ (0 , 1 ,
1
2

, 0)
α
β1

β2

β3

= 0
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• 例: 我们再来讨论“经典蓝”帽衫数据.

线性假设

‣ 此时，似然比

−2 log λ = n log
y − 𝒳β̃

2

y − 𝒳 ̂β
2 = 0.01237415

‣ 现在我们来检验  .H0 : β1 = −
1
2

β2 ⟺ (0 , 1 ,
1
2

, 0)
α
β1

β2

β3

= 0

# p_value 

q <- 4 

p_value <- pchisq(LR, q, lower.tail = FALSE) 

p_value

‣ 结论: 接受  .H0
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• 例: 我们再来讨论“经典蓝”帽衫数据.

线性假设

‣ 现在我们来检验  .H0 : β1 = −
1
2

β2 ⟺ (0 , 1 ,
1
2

, 0)
α
β1

β2

β3

= 0

‣  统计量的值为F

F =
n − p

q
(𝒜 ̂β − a)

T

[𝒜 (𝒳T𝒳)−1 𝒜T]
−1

(𝒜 ̂β − a)
(y − 𝒳 ̂β)

T

(y − 𝒳 ̂β)
# F statistic 

p <- 3 

F <- ((n-p)/q) * (t(A %*% beta_hat) %*% solve(A %*% solve(t(X) %*% X) %*% t(A)) %*% A %*% beta_hat) / (sum((pullover$X1 - X 

%*% beta_hat)^2)) 

F

= 0.002166816
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• 例: 我们再来讨论“经典蓝”帽衫数据.

线性假设

‣ 现在我们来检验  .H0 : β1 = −
1
2

β2 ⟺ (0 , 1 ,
1
2

, 0)
α
β1

β2

β3

= 0

‣  统计量的值为F

F =
n − p

q
(𝒜 ̂β − a)

T

[𝒜 (𝒳T𝒳)−1 𝒜T]
−1

(𝒜 ̂β − a)
(y − 𝒳 ̂β)

T

(y − 𝒳 ̂β)
= 0.002166816

# p_value 

p_value <- pf(F, q, n-p, lower.tail = FALSE) 

p_value

‣ 结论: 接受  .H0



Hypothesis Testing
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线性假设

• 两个均值向量的比较

检验问题 8：假设 ， ， ， ，其

中所有的变量相互独立. 

Xi1 ∼ Np (μ1 , Σ) i = 1, 2, …, n1 Xj2 ∼ Np (μ2 , Σ) j = 1, 2, …, n2

H0 : μ1 = μ2 ⟷ H1 : 无约束

‣ 记 ，则有δ = μ1 − μ2

x1 − x2 ∼ Np (δ ,
n1 + n2

n1n2
Σ)

n1𝒮1 + n2𝒮2 ∼ Wp (Σ , n1 + n2 − 2)

‣ 用   𝒮


 
𝒮  𝒮 𝒮 𝒮

⟹ (n1 + n2) 𝒮 ∼ Wp (Σ , n1 + n2 − 2)

⟹
n1n2

n1 + n2
[(x1 − x2) − δ] ∼ Np (0 , Σ)

(n1 + n2 − 2) { n1n2

n1 + n2
[(x1 − x2) − δ]}

T

[(n1 + n2) 𝒮]
−1

{ n1n2

n1 + n2
[(x1 − x2) − δ]} ∼ T2

p, n1+n2−2

n1n2 (n1 + n2 − 2)
(n1 + n2)2 [(x1 − x2) − δ]

T
𝒮−1 [(x1 − x2) − δ] ∼ T2

p, n1+n2−2
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线性假设

• 两个均值向量的比较

检验问题 8：假设 ， ， ， ，其

中所有的变量相互独立. 

Xi1 ∼ Np (μ1 , Σ) i = 1, 2, …, n1 Xj2 ∼ Np (μ2 , Σ) j = 1, 2, …, n2

H0 : μ1 = μ2 ⟷ H1 : 无约束

n1n2 (n1 + n2 − 2)
(n1 + n2)2 [(x1 − x2) − δ]

T
𝒮−1 [(x1 − x2) − δ] ∼ T2

p, n1+n2−2

n1n2 (n1 + n2 − 2)
(n1 + n2)2 [(x1 − x2) − δ]

T
𝒮−1 [(x1 − x2) − δ] ∼ (n1 + n2 − 2) p

n1 + n2 − 2 − p + 1
Fp, n1+n2−2−p+1

n1n2 (n1 + n2 − p − 1)
p (n1 + n2)2 [(x1 − x2) − δ]

T
𝒮−1 [(x1 − x2) − δ] ∼ Fp, n1+n2−p−1

‣ 当  真时，则有H0 : δ = 0
n1n2 (n1 + n2 − p − 1)

p (n1 + n2)2 (x1 − x2)T 𝒮−1 (x1 − x2) ∼ Fp, n1+n2−p−1
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线性假设

检验问题 8：假设 ， ， ， ，其

中所有的变量相互独立. 

Xi1 ∼ Np (μ1 , Σ) i = 1, 2, …, n1 Xj2 ∼ Np (μ2 , Σ) j = 1, 2, …, n2

H0 : μ1 = μ2 ⟷ H1 : 无约束

• 两个均值向量的比较

‣  的拒绝域为H0 : μ1 = μ2

n1n2 (n1 + n2 − p − 1)
p (n1 + n2)2 (x1 − x2)T 𝒮−1 (x1 − x2) ≥ Fp, n1+n2−p−1(α)

上  分位数α

‣ 置信度为  时，  的置信域是以  为中心1 − α δ = μ1 − μ2 (x1 − x2)

[δ − (x1 − x2)]
T

𝒮−1 [δ − (x1 − x2)] ≤
p (n1 + n2)2

n1n2 (n1 + n2 − p − 1)
Fp, n1+n2−p−1(α)
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线性假设

检验问题 8：假设 ， ， ， ，其

中所有的变量相互独立. 

Xi1 ∼ Np (μ1 , Σ) i = 1, 2, …, n1 Xj2 ∼ Np (μ2 , Σ) j = 1, 2, …, n2

H0 : μ1 = μ2 ⟷ H1 : 无约束

• 两个均值向量的比较

‣  的元素的所有线性组合  的联合置信区间为δ aTδ

aTδ ∈ aT (x1 − x2) ±
p (n1 + n2)2

n1n2 (n1 + n2 − p − 1)
Fp, n1+n2−p−1(α) aT𝒮a

‣ 特别，对 ，置信度为  时，我们有j = 1, 2, …, p 1 − α

δj = μ1j − μ2j ∈ (x1j − x2j) ±
p (n1 + n2)2

n1n2 (n1 + n2 − p − 1)
Fp, n1+n2−p−1(α) ⋅ sjj



Hypothesis Testing

• 例: 再来考虑美国公司数据集. 对于能源行业 (group 1) 和制造业 (group 2)，我们来

比较其资产  和销量  的均值.(X1) (X2)
# energy sector data 

x = rbind(c(13621, 4848, 4572, 485, 898.9, 23.4), c(1117, 1038, 478, 59.7, 91.7, 3.8),  

          c(1633, 701, 679, 74.3, 135.9, 2.8), c(5651, 1254, 2002, 310.7, 407.9, 6.2),  

          c(5835, 4053, 1601, -93.8, 173.8, 10.8), c(3494, 1653, 1442, 160.9, 320.3, 6.4),  

          c(1654, 451, 779, 84.8, 130.4, 1.6), c(1679, 1354, 687, 93.8, 154.6, 4.6),  

          c(1257, 355, 181, 167.5, 304, 0.6), c(1743, 597, 717, 121.6, 172.4, 3.5),  

          c(1440, 1617, 639, 81.7, 126.4, 3.5), c(14045, 15636, 2754, 418, 1462, 27.3),  

          c(3010, 749, 1120, 146.3, 209.2, 3.4), c(3086, 1739, 1507, 202.7, 335.2, 4.9),  

          c(1995, 2662, 341, 34.7, 100.7, 2.3)) 

n1 <- dim(x)[1]; p <- 2 

# mean vector for energy sector 

(x_mean <- as.matrix(apply(x[, 1:2], 2, mean))) 

# MLE/empirical variance matrix for energy sector 

(S_1 = cov(x[, 1:2]) * (n1-1)/(n1)) ⟹ x1 = (4084.000
2580.467)

⟹ 𝒮1 = (16634749 12409637
12409637 13747417)

线性假设



Hypothesis Testing

• 例: 再来考虑美国公司数据集. 对于能源行业 (group 1) 和制造业 (group 2)，我们来

比较其资产  和销量  的均值.(X1) (X2)

线性假设

# manufacturing sector data 

y = rbind(c(1093, 1679, 1070, 100.9, 164.5, 20.8), c(1128, 1516, 430, -47, 26.7, 13.2),  

          c(1804, 2564, 483, 70.5, 164.9, 26.6), c(4662, 4781, 2988, 28.7, 371.5, 66.2),  

          c(6307, 8199, 598, -771.5, -524.3, 57.5), c(2366, 3305, 1117, 131.2, 256.5, 25.2),  

          c(4084, 4346, 3023, 302.7, 521.7, 37.5), c(10348, 5721, 1915, 223.6, 322.5, 49.5),  

          c(752, 2149, 101, 11.1, 15.2, 2.6), c(10528, 14992, 5377, 312.7, 710.7, 184.8)) 

n2 <- dim(y)[1] 

# mean vector for manufacturing sector 

(y_mean <- as.matrix(apply(y[, 1:2], 2, mean))) 

# MLE/empirical variance matrix for manufacturing sector 

(S_2 = cov(y[, 1:2]) * (n2-1)/(n2))
⟹ x2 = (4307.2

4925.2)

⟹ 𝒮2 = (12247663 11425398
11425398 15111585)



Hypothesis Testing

• 例: 再来考虑美国公司数据集. 对于能源行业 (group 1) 和制造业 (group 2)，我们来

比较其资产  和销量  的均值.(X1) (X2)

线性假设

# Weighted S 

(S <- (n1 * S_1 + n2 * S_2) / (n1 + n2))

⟹ 𝒮 =
1

n1 + n2
(n1𝒮1 + n2𝒮2) = (14879915 12015941

12015941 14293085)



Hypothesis Testing

• 例: 再来考虑美国公司数据集. 对于能源行业 (group 1) 和制造业 (group 2)，我们来

比较其资产  和销量  的均值.(X1) (X2)

线性假设

# F statistic 

(F <- n1 * n2 * (n1 + n2 - p - 1) / (p * (n1 + n2)^2) * t(x_mean - y_mean) %*% solve(S) %*% (x_mean - y_mean))

‣ 检验  的  统计量为H0 : μ1 = μ2 F

F =
n1n2 (n1 + n2 − p − 1)

p (n1 + n2)2 (x1 − x2)T 𝒮−1 (x1 − x2) = 2.703567

# p-value 

(pf(F, p, n1+n2-p-1, lower.tail = FALSE))

‣ 检验的  值为p 0.08915582.
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• 例: 再来考虑美国公司数据集. 对于能源行业 (group 1) 和制造业 (group 2)，我们来

比较其资产  和销量  的均值.(X1) (X2)

线性假设

# p-value 

(pf(F, p, n1+n2-p-1, lower.tail = FALSE))

‣ 检验的  值为p

‣ 结论: 显著水  



α = 0.05 p 0.08915582 > 0.05

H0 : μ1 = μ2

‣ 结论: 显著水  



α = 0.10 p 0.08915582 < 0.10

H0 : μ1 = μ2
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• 例: 再来考虑美国公司数据集. 对于能源行业 (group 1) 和制造业 (group 2)，我们来

比较其资产  和销量  的均值.(X1) (X2)

线性假设

‣ 均值差的置信度为 95% 的联合置信区间为

# The 95% simultaneous confidence intervals for the differences 

a <- sqrt(((p * (n1 + n2)^2) / (n1 * n2 * (n1 + n2 - p - 1))) * qf(0.05, p, n1+n2-p-1) * S[1, 1]) 

b <- sqrt(((p * (n1 + n2)^2) / (n1 * n2 * (n1 + n2 - p - 1))) * qf(0.05, p, n1+n2-p-1) * S[2, 2]) 

x_mean - y_mean - matrix(c(a, b), nrow=2) 

x_mean - y_mean + matrix(c(a, b), nrow=2)

δj = μ1j − μ2j ∈ (x1j − x2j) ±
p (n1 + n2)2

n1n2 (n1 + n2 − p − 1)
Fp, n1+n2−p−1(α) ⋅ sjj , j = 1, 2

−761.5132 ≤ μ1a − μ2a ≤ 315.1132
−2872.3248 ≤ μ1s − μ2s ≤ − 1817.1418
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library(MASS) 

(mu_1 = c(8, 6, 10, 10)) 

(mu_2 = c(6, 6, 10, 13)) 

(Sigma_1 = matrix(c(1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1), nrow = 4, byrow = TRUE)) 

(n1 = 30) 

(n2 = 20) 

(p = 4) 

(X_1 <- mvrnorm(n1 , mu_1, Sigma_1)) 

(X_2 <- mvrnorm(n2 , mu_2, Sigma_1))

• 例: 以下我们利用模拟数据来指明，在检验均值时协方差矩阵的重要性.

线性假设

‣ 我们从  拟合两个样本，其中 ， ， ，

.

N4 (μi , Σ1) Σ1 = ℐ4 μ1 =

8
6
10
10

, μ2 =

6
6
10
13

n1 = 30

n2 = 20



Hypothesis Testing

线性假设

• 例: 以下我们利用模拟数据来指明，在检验均值时协方差矩阵的重要性.

‣ 我们从  拟合两个样本，其中 ， ， ，

.

N4 (μi , Σ1) Σ1 = ℐ4 μ1 =

8
6
10
10

, μ2 =

6
6
10
13

n1 = 30

n2 = 20

‣ 计算得样本统计量如下：
# sample mean vectors 

mean_X1 <- apply(X_1, 2, mean) 

round(mean_X1, digits = 3) 

mean_X2 <- apply(X_2, 2, mean) 

round(mean_X2, digits = 3)

⟹ x1 =

7.978
5.910
9.963
10.057

, x2 =

6.237
6.194
9.810
13.260
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线性假设

• 例: 以下我们利用模拟数据来指明，在检验均值时协方差矩阵的重要性.

‣ 我们从  拟合两个样本，其中 ， ， ，

.

N4 (μi , Σ1) Σ1 = ℐ4 μ1 =

8
6
10
10

, μ2 =

6
6
10
13

n1 = 30

n2 = 20

‣ 计算得样本统计量如下：
# sample covariance matrix 

S_1 = cov(X_1) * (n1-1)/(n1) 
round(S_1, digits = 3) 
S_2 = cov(X_2) * (n2-1)/(n2) 
round(S_2, digits = 3)

⟹ 𝒮1 =

1.311 −0.188 −0.046 0.023
−0.188 0.981 0.053 −0.177
−0.046 0.053 0.897 0.017
0.023 −0.177 0.017 0.824

⟹ 𝒮2 =

0.711 −0.126 0.006 −0.179
−0.126 1.797 0.276 −0.178
0.006 0.276 1.078 0.222

−0.179 −0.178 0.222 1.181
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线性假设

• 例: 以下我们利用模拟数据来指明，在检验均值时协方差矩阵的重要性.

‣ 我们从  拟合两个样本，其中 ， ， ，

.

N4 (μi , Σ1) Σ1 = ℐ4 μ1 =

8
6
10
10

, μ2 =

6
6
10
13

n1 = 30

n2 = 20

# F statistic for testing H_0: mu_1 = mu_2 
S <- (n1 * S_1 + n2 * S_2) / (n1 + n2) 
F <- n1 * n2 * (n1 + n2 - p - 1) / (p * (n1 + n2)^2) * t(mean_X1 - mean_X2) %*% solve(S) %*% (mean_X1 - mean_X2) 
F 
# p-value 
pf(F, p, n1+n2-p-1, lower.tail = FALSE)

‣ 检验  的  统计量为H0 : μ1 = μ2 F

F =
n1n2 (n1 + n2 − p − 1)

p (n1 + n2)2 (x1 − x2)T 𝒮−1 (x1 − x2) = 36.55469

‣ 结论: 拒绝 .H0 : μ1 = μ2

‣ 即使在中等大小小方



Hypothesis Testing

线性假设

• 例: 以下我们利用模拟数据来指明，在检验均值时协方差矩阵的重要性.

‣ 我们从  拟合两个样本，其中 ， ， ，

.

N4 (μi , Σ1) Σ1 = ℐ4 μ1 =

8
6
10
10

, μ2 =

6
6
10
13

n1 = 30

n2 = 20

‣ 均值差的置信度为 95% 的联合置信区间为

δj = μ1j − μ2j ∈ (x1j − x2j) ±
p (n1 + n2)2

n1n2 (n1 + n2 − p − 1)
Fp, n1+n2−p−1(α) ⋅ sjj , j = 1, 2, 3, 4

# The 95% simultaneous confidence intervals for the differences 

a1 <- sqrt(((p * (n1 + n2)^2) / (n1 * n2 * (n1 + n2 - p - 1))) * qf(0.05, p, n1+n2-p-1) * S[1, 1]) 

a2 <- sqrt(((p * (n1 + n2)^2) / (n1 * n2 * (n1 + n2 - p - 1))) * qf(0.05, p, n1+n2-p-1) * S[2, 2]) 

a3 <- sqrt(((p * (n1 + n2)^2) / (n1 * n2 * (n1 + n2 - p - 1))) * qf(0.05, p, n1+n2-p-1) * S[3, 3]) 

a4 <- sqrt(((p * (n1 + n2)^2) / (n1 * n2 * (n1 + n2 - p - 1))) * qf(0.05, p, n1+n2-p-1) * S[4, 4]) 

mean_X1 - mean_X2 - matrix(c(a1, a2, a3, a4), nrow=4) 

mean_X1 - mean_X2 + matrix(c(a1, a2, a3, a4), nrow=4)
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线性假设

• 例: 以下我们利用模拟数据来指明，在检验均值时协方差矩阵的重要性.

‣ 我们从  拟合两个样本，其中 ， ， ，

.

N4 (μi , Σ1) Σ1 = ℐ4 μ1 =

8
6
10
10

, μ2 =

6
6
10
13

n1 = 30

n2 = 20

‣ 均值差的置信度为 95% 的联合置信区间为

1.47790823 ≤ δ1 = μ11 − μ21 ≤ 2.005228521
−0.57504658 ≤ δ2 = μ12 − μ22 ≤ 0.007514841
−0.09673054 ≤ δ2 = μ12 − μ22 ≤ 0.404935224
−3.45360215 ≤ δ1 = μ11 − μ21 ≤ − 2.952711955

确认了  与  的均值不同.X1 X4
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线性假设

• 例: 以下我们利用模拟数据来指明，在检验均值时协方差矩阵的重要性.

‣ 我们再来模拟来自  N4 (μi , Σ2) Σ2 = 16 × ℐ4

# Simulate with different Sigma 

Sigma_2 = matrix(c(16, 0, 0, 0, 0, 16, 0, 0, 0, 0, 16, 0, 0, 0, 0, 16), nrow = 4, byrow = TRUE) 

Y_1 <- mvrnorm(n1 , mu_1, Sigma_2); Y_1 

Y_2 <- mvrnorm(n2 , mu_2, Sigma_2); Y_2
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线性假设

• 例: 以下我们利用模拟数据来指明，在检验均值时协方差矩阵的重要性.

‣ 我们再来模拟来自  N4 (μi , Σ2) Σ2 = 16 × ℐ4

‣ 计算得样本统计量如下：
# sample mean vectors 

mean_Y1 <- apply(Y_1, 2, mean) 

round(mean_Y1, digits = 3) 

mean_Y2 <- apply(Y_2, 2, mean) 

round(mean_Y2, digits = 3)

⟹ y1 =

6.982
6.720
10.116
9.410

, y2 =

6.519
7.768
11.018
11.398
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线性假设

• 例: 以下我们利用模拟数据来指明，在检验均值时协方差矩阵的重要性.

‣ 我们再来模拟来自  N4 (μi , Σ2) Σ2 = 16 × ℐ4

‣ 计算得样本统计量如下：
# empirical covariance matrices 

S_1 = cov(Y_1) * (n1-1)/(n1) 

round(S_1, digits = 3) 

S_2 = cov(Y_2) * (n2-1)/(n2) 

round(S_2, digits = 3)

⟹ 𝒮1 =

21.919 −0.152 −0.031 −5.841
−0.152 9.641 0.737 −4.341
−0.031 0.737 17.050 1.261
−5.841 −4.341 1.261 15.835

⟹ 𝒮2 =

17.248 0.354 −7.239 2.859
0.354 16.794 −4.511 0.543

−7.239 −4.511 11.421 −1.547
2.859 0.543 −1.547 18.163
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线性假设

• 例: 以下我们利用模拟数据来指明，在检验均值时协方差矩阵的重要性.

‣ 我们再来模拟来自  N4 (μi , Σ2) Σ2 = 16 × ℐ4

‣ 检验  的  统计量为H0 : μ1 = μ2 F

F =
n1n2 (n1 + n2 − p − 1)

p (n1 + n2)2 (y1 − y2)T 𝒮−1 (y1 − y2)

# F statistic for testing H_0: mu_1 = mu_2 

S <- (n1 * S_1 + n2 * S_2) / (n1 + n2) 

F <- n1 * n2 * (n1 + n2 - p - 1) / (p * (n1 + n2)^2) * t(mean_Y1 - mean_Y2) %*% solve(S) %*% (mean_Y1 - mean_Y2) 

F 

# p-value 

pf(F, p, n1+n2-p-1, lower.tail = FALSE)

= 1.226174

‣ 结论: 接受 .H0 : μ1 = μ2

‣ 方大无
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• 例: 我们来比较伪钞和真钞的均值向量.

rm(list = ls(all = TRUE)) 

library(mclust) 

data(banknote) 

banknote_genuine = subset(banknote, Status == 'genuine')[, 2:7] 

banknote_counterfeit = subset(banknote, Status == 'counterfeit')[, 2:7]

‣ 计算样本统计量如下：
# sample statistics 

mean_g <- apply(banknote_genuine, 2, mean) 

round(mean_g, digits = 2) 

mean_f <- apply(banknote_counterfeit, 2, mean) 

round(mean_f, digits = 2)

⟹ xg =

214.97
129.94
129.72
8.30
10.17
141.52

, xf =

214.82
130.30
130.19
10.53
11.13
139.45

线性假设
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# sample statistics 

Sigma_g <- (n_g - 1) * cov(banknote_genuine) / n_g 

round(Sigma_g, digits = 4) 

Sigma_f <- (n_f - 1) * cov(banknote_counterfeit) / n_f 

round(Sigma_f, digits = 4)

⟹ 𝒮g =

0.1487 0.0574 0.0567 0.0566 0.0143 0.0054
0.0574 0.1313 0.0850 0.0561 0.0486 −0.0426
0.0567 0.0850 0.1250 0.0576 0.0303 −0.0235
0.0566 0.0561 0.0576 0.4091 −0.2608 −0.0002
0.0143 0.0486 0.0303 −0.2608 0.4170 −0.0746
0.0054 −0.0426 −0.0235 −0.0002 −0.0746 0.1978

⟹ 𝒮f =

0.1228 0.0312 0.0238 −0.0996 0.0192 0.0114
0.0312 0.0644 0.0463 −0.0238 −0.0118 −0.0050
0.0238 0.0463 0.0881 −0.0184 0.0001 0.0339

−0.0996 −0.0238 −0.0184 1.2685 −0.4853 0.2361
0.0192 −0.0118 0.0001 −0.4853 0.4004 −0.0219
0.0114 −0.0050 0.0339 0.2361 −0.0219 0.3081

线性假设

• 例: 我们来比较伪钞和真钞的均值向量.

‣ 计算样本统计量如下：
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# F statistic for testing H_0: mu_1 = mu_2 

S <- (n_g * Sigma_g + n_f * Sigma_f) / (n_g + n_f) 

F <- n_g * n_f * (n_g + n_f - p - 1) / (p * (n_g + n_f)^2) * t(mean_g - mean_f) %*% solve(S) %*% (mean_g - mean_f) 

F 

# p-value 

pf(F, p, n_g + n_f - p - 1, lower.tail = FALSE)

‣ 检验  的  统计量为H0 : μ1 = μ2 F F = 391.9217

‣ 结论: 拒绝 .H0 : μ1 = μ2

线性假设

• 例: 我们来比较伪钞和真钞的均值向量.
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线性假设

• 例: 我们来比较伪钞和真钞的均值向量.

‣ 均值差  的置信度为 95% 的联合置信区间为δj = μgj − μfj (j = 1 , 2 , … , 6)

δj = μ1j − μ2j ∈ (x1j − x2j) ±
p (ng + nf)

2

ngnf (ng + nf − p − 1)
Fp, ng+nf−p−1(α) ⋅ sjj , j = 1, 2, 3, 4, 5, 6

# The 95% simultaneous confidence intervals for the differences 

a1 <- sqrt(((p * (n_g + n_f)^2) / (n_g * n_f * (n_g + n_f - p - 1))) * qf(0.05, p, n_g + n_f - p - 1) * S[1, 1]) 

a2 <- sqrt(((p * (n_g + n_f)^2) / (n_g * n_f * (n_g + n_f - p - 1))) * qf(0.05, p, n_g + n_f - p - 1) * S[2, 2]) 

a3 <- sqrt(((p * (n_g + n_f)^2) / (n_g * n_f * (n_g + n_f - p - 1))) * qf(0.05, p, n_g + n_f - p - 1) * S[3, 3]) 

a4 <- sqrt(((p * (n_g + n_f)^2) / (n_g * n_f * (n_g + n_f - p - 1))) * qf(0.05, p, n_g + n_f - p - 1) * S[4, 4]) 

a5 <- sqrt(((p * (n_g + n_f)^2) / (n_g * n_f * (n_g + n_f - p - 1))) * qf(0.05, p, n_g + n_f - p - 1) * S[5, 5]) 

a6 <- sqrt(((p * (n_g + n_f)^2) / (n_g * n_f * (n_g + n_f - p - 1))) * qf(0.05, p, n_g + n_f - p - 1) * S[6, 6]) 

mean_g - mean_f - matrix(c(a1, a2, a3, a4, a5, a6), nrow=6) 

mean_g - mean_f + matrix(c(a1, a2, a3, a4, a5, a6), nrow=6)
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线性假设

• 例: 我们来比较伪钞和真钞的均值向量.

‣ 均值差  的置信度为 95% 的联合置信区间为δj = μgj − μfj (j = 1 , 2 , … , 6)

δj = μ1j − μ2j ∈ (x1j − x2j) ±
p (ng + nf)

2

ngnf (ng + nf − p − 1)
Fp, ng+nf−p−1(α) ⋅ sjj , j = 1, 2, 3, 4, 5, 6

0.0783729 ≤ δ1 ≤ 0.2136271
−0.4144075 ≤ δ2 ≤ −0.2995925
−0.5329059 ≤ δ3 ≤ −0.4130941
−2.3931004 ≤ δ4 ≤ −2.0568996
−1.0823388 ≤ δ5 ≤ −0.8476612

1.9746866 ≤ δ6 ≤ 2.1593134

‣ 所有分量的均值都表现出了显著的差异. 最为显著的是  (lower border) 与  (diagonal).X4 X6
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线性假设

检验问题 9：(协方差矩阵的比较) 设 ， ，  是

相互独立的随机向量. 

Xih ∼ Np (μh , Σh) i = 1, 2, …, nh h = 1, 2, …, k

H0 : Σ1 = Σ2 = ⋯ = Σk ⟷ H1 : 无约束

Np (μ1 , Σ1) sampling
⟶ X1 1, X2 1, …, Xn1 1

Np (μ2 , Σ2) sampling
⟶ X1 2, X2 2, …, Xn2 2

Np (μk , Σk) sampling
⟶ X1 k, X2 k, …, Xnk k

⋮

∼ Wp (Σ1 , n1 − 1)

⟼ n2 𝒮2 =
n2

∑
i=1

(xi 2 − x2) (xi 2 − x2)T
∼ Wp (Σ2 , n2 − 1)

⋮
⟼ nk 𝒮k =

nk

∑
i=1

(xi k − xk) (xi k − xk)T
∼ Wp (Σk , nk − 1)

⋮ 相互独立

‣ 当  真时，我们有H0 : Σ1 = Σ2 = ⋯ = Σk ≜ Σ
k

∑
h=1

nh 𝒮h ∼ Wp (Σ , n − k)
n = n1 + n2 + ⋯ + nk

⟼ n1 𝒮1 =
n1

∑
i=1

(xi 1 − x1) (xi 1 − x1)T
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线性假设

检验问题 9：(协方差矩阵的比较) 设 ， ，  是

相互独立的随机向量. 

Xih ∼ Np (μh , Σh) i = 1, 2, …, nh h = 1, 2, …, k

H0 : Σ1 = Σ2 = ⋯ = Σk ⟷ H1 : 无约束

‣ 记  的加权平均为 :𝒮 𝒮

𝒮 =
1
n

k

∑
h=1

nh𝒮h =
n1𝒮1 + n2𝒮2 + ⋯ + nk𝒮k

n1 + n2 + ⋯ + nk

‣ 似然比
−2 log λ = n log 𝒮 −

k

∑
h=1

nh log 𝒮h

‣ 当  真时，我们有H0 : Σ1 = Σ2 = ⋯ = Σk = Σ

−2 log λ = n log 𝒮 −
k

∑
h=1

nh log 𝒮h
approximately∼ χ2

m

m =
1
2

(k − 1) p (p + 1)
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• 例: 我们来比较伪钞和真钞数据的协方差矩阵.

# likelihood ratio statistic 

LR_statistic <- log(det(S)) * (n_g + n_f) - (log(det(Sigma_g)) * n_g + log(det(Sigma_f)) * n_f) 

LR_statistic

⟹ −2 log λ = 127.2149

# p-value 

k <- 2 

m <- 0.5 * (k-1) * p * (p+1) 

pchisq(LR_statistic, m, lower.tail = FALSE)

⟹ p 值 = 3.338319 × 10−17

‣ 检验  ，我们有H0 : Σg = Σf

‣ 结论: 拒绝  .H0 : Σg = Σf

线性假设
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线性假设

检验问题 10：(协方差矩阵不等时，大样本情形下，两个均值向量的比较) 

假设 ， ， ， ，

是相互独立的随机向量. 

Xi 1 ∼ Np (μ1 , Σ1) i = 1, 2, …, n1 Xj 2 ∼ Np (μ2 , Σ2) j = 1, 2, …, n2

H0 : μ1 = μ2 ⟷ H1 : 无约束

‣ 记 ，我们有δ = μ1 − μ2

x1 − x2 ∼ Np (δ ,
Σ1

n1
+

Σ2

n2 )
⟹ (x1 − x2)T ( Σ1

n1
+

Σ2

n2 )
−1

(x1 − x2) ∼ χ2
p

‣ 因为  是  的一 𝒮 Σi i = 1, 2

(x1 − x2)T ( 𝒮1

n1
+

𝒮2

n2 )
−1

(x1 − x2) ℒ⟶ χ2
p
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‣ 显著水  α H0 : μ1 = μ2

(x1 − x2)T ( 𝒮1

n1
+

𝒮2

n2 )
−1

(x1 − x2) > χ2
p(α)

上  分位数α

‣  的置信度为  的联合置信区间为δj = μ1 j − μ2 j, j = 1, 2, …, p 1 − α

δj ∈ (x1 − x2) ± χ2
p(α) (

s(1)
jj

n1
+

s(2)
jj

n2 )
 的  元素𝒮1 ( j, j)  的  元素𝒮2 ( j, j)

线性假设

检验问题 10：(协方差矩阵不等时，大样本情形下，两个均值向量的比较) 

假设 ， ， ， ，

是相互独立的随机向量. 

Xi 1 ∼ Np (μ1 , Σ1) i = 1, 2, …, n1 Xj 2 ∼ Np (μ2 , Σ2) j = 1, 2, …, n2

H0 : μ1 = μ2 ⟷ H1 : 无约束
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• 例: 我们用上述检验来比较伪钞和真钞的协方差矩阵 (  和  都足够大).n1 n2

‣ 对于  ，我们有H0 : Σg = Σf

# test statistic 

mean_g <- as.matrix(mean_g) 

mean_f <- as.matrix(mean_f) 

TS <- t(mean_g - mean_f) %*% solve((1/n_g) * Sigma_g + (1/n_f) * Sigma_f) %*% (mean_g - mean_f) 

TS

# p-value 

pchisq(TS, p, lower.tail = FALSE)

‣ 结论: 拒绝  .H0 : Σg = Σf

线性假设
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‣ 置信度为 95% 的联合置信区间为

# The 95% simultaneous confidence intervals 

a <- array(0, dim = p) 

for (j in 1:p) { 

  a[j] <- sqrt(qchisq(0.05, p, lower.tail = FALSE) * (Sigma_g[j, j] / n_g + Sigma_f[j, j] / n_f)) 

} 

a <- as.matrix(a) 

Lower <- mean_g - mean_f - a 

Upper <- mean_g - mean_f + a 

SCI <- data.frame(Lower = Lower, Upper = Upper) 

SCI

⟹

−0.0389 ≤ δ1 = μg 1 − μf 1 ≤ 0.3309
−0.5140 ≤ δ2 = μg 2 − μf 2 ≤ − 0.2000
−0.6368 ≤ δ3 = μg 3 − μf 3 ≤ − 0.3092
−2.6846 ≤ δ4 = μg 4 − μf 4 ≤ − 1.7654
−1.2858 ≤ δ5 = μg 5 − μf 5 ≤ − 0.6442

1.8146 ≤ δ6 = μg 6 − μf 6 ≤ 2.3194

最大差异

• 例: 我们用上述检验来比较伪钞和真钞的协方差矩阵 (  和  都足够大).n1 n2

线性假设
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• 轮廓分析 (Profile Analysis)

‣ 问题源自一行行

行比

线性假设

x <- c(0, 1, 2, 3, 4, 5, 6) 

y1 <- c(4.5, 4.0, 3.2, 2.8, 3.0, 3.8, 4.4) 

y2 <- c(3.0, 2.6, 2.4, 2.3, 2.5, 3.0, 3.1) 

plot(c(0, 5), c(0, 5), type = 'n', axes = FALSE, xlab = 'Treatment', ylab = 'Mean',  

     main = 'Population Profiles', asp = 1) 

abline(h = 0, v = 0) 

lines(x, y1, lty = 1, lwd = 2, col = 'blue') 

lines(x, y2, lty = 1, lwd = 2, col = 'red') 

axis(1, pos = 0) 

axis(2, pos = 0) 

for (i in 1:7) lines(c(x[i], x[i]), c(0, y1[i]), lty = 2)
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• 轮廓分析 (Profile Analysis)

‣ 问题源自一行行

行比

线性假设

例: 测量血压 新药

安慰剂

不同时间点
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• 轮廓分析 (Profile Analysis)

线性假设

‣ 这与两个均值向量的比

Xi 1 ∼ Np (μ1 , Σ) , i = 1, 2, …, n1

Xi 2 ∼ Np (μ2 , Σ) , i = 1, 2, …, n2
, 所有变量相互独立

‣ 我们关心

✓ 从平行角无用

x1 , 𝒮1

x2 , 𝒮2

✓ 如果轮廓是平行水

✓ 如果轮廓是平行水无

方
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• 轮廓分析 (Profile Analysis)

线性假设

‣ 平行

𝒞 =

1 −1 0 ⋯ 0 0
0 1 −1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 ⋯ 1 −1 (p−1)×p

✓ 欲检验的假设为 H(1)
0 : 𝒞    

(μ1 1 − μ1 2) − (μ2 1 − μ2 2)
(μ2 1 − μ2 2) − (μ3 1 − μ3 2)

⋮

(μp−1 1 − μp−1 2) − (μp 1 − μp 2)
=

0
0
⋮
0

y3 <- y1 + 1.5 

plot(c(1, 5), c(0, 5), type = 'n', axes = FALSE, xlab = 'Treatment', ylab = ‘Mean', main = 'Population Profiles') 

abline(h=0, v=1) 

lines(x, y1, lty=2, lwd=3) 

lines(x, y3, lty=1, lwd=3, col = 'red') 

for (i in 1:5) lines(c(x[i], x[i]), c(y1[i], y3[i]), col = 'green4', lty=3) 

axis(1, pos = 0) 

axis(2, pos = 1)
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• 轮廓分析 (Profile Analysis)

线性假设

‣ 平行

𝒞 =

1 −1 0 ⋯ 0 0
0 1 −1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 ⋯ 1 −1 (p−1)×p

✓ 欲检验的假设为 H(1)
0 : 𝒞    

(μ1 1 − μ1 2) − (μ2 1 − μ2 2)
(μ2 1 − μ2 2) − (μ3 1 − μ3 2)

⋮

(μp−1 1 − μp−1 2) − (μp 1 − μp 2)
=

0
0
⋮
0

✓ 应用

n1n2

(n1 + n2)2 (n1 + n2 − 2) [𝒞 (x1 − x2)]
T

(𝒞𝒮𝒞T)
−1

𝒞 (x1 − x2) H0 True∼ T2
p−1, n1+n2−2

𝒮 =
1

n1 + n2
(n1𝒮1 + n2𝒮2)

✓ 拒绝域：

n1n2 (n1 + n2 − p)
(n1 + n2)2(p − 1)

(𝒞x)T (𝒞𝒮𝒞T)
−1

𝒞x > Fp−1, n1+n2−p(α)
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• 轮廓分析 (Profile Analysis)

线性假设

‣ 两个相同的水

✓ 该问题只有当两个轮廓平行 H(1)
0

✓ 两个水

H(2)
0 : 1T

p (μ1 − μ2) = 0 (1 1 ⋯ 1)

μ1 1 − μ1 2
μ2 1 − μ2 2

⋮
μp 1 − μp 2

= 0

(μ1 1 − μ1 2) + (μ2 1 − μ2 2) + ⋯ + (μp 1 − μp 2) = 0

⟹ μ1 1 = μ1 2, μ2 1 = μ2 2, ⋯, μp 1 = μp 2

plot(c(1, 5), c(0, 5), type = 'n', axes = FALSE, xlab = 'Treatment', ylab = 'Mean', main = 'Population Profiles') 

abline(h=0, v=1) 

lines(x, y3, lty=1, lwd=3, col = 'red') 

lines(x, y3-0.01, lty=2, lwd=3, col = 'black') 

axis(1, pos = 0) 

axis(2, pos = 1)



Hypothesis Testing

• 轮廓分析 (Profile Analysis)

线性假设

‣ 两个相同的水

✓ 该问题只有当两个轮廓平行 H(1)
0

✓ 两个水

H(2)
0 : 1T

p (μ1 − μ2) = 0

✓ 因为

1T
p (x1 − x2) ∼ N1 (1T

p (μ1 − μ2) ,
n1 + n2

n1n2
1T

p Σ1p)
(n1 + n2) 1T

p Σ1p ∼ W1 (1T
p Σ1p , n1 + n2 − 2)

n1n2

(n1 + n2)2 (n1 + n2 − 2) [1T
p (x1 − x2)]

2

1T
p𝒮1T

p
∼ T2

1, n1+n2−2 = F1, n1+n2−2



Hypothesis Testing

• 轮廓分析 (Profile Analysis)

线性假设

‣ 两个相同的水

✓ 该问题只有当两个轮廓平行 H(1)
0

✓ 两个水

H(2)
0 : 1T

p (μ1 − μ2) = 0

✓ 拒绝域为

n1n2 (n1 + n2 − 2)
(n1 + n2)2

[1T
p (x1 − x2)]

2

1T
p𝒮1T

p
> F1, n1+n2−2(α)

上  分位数α
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• 轮廓分析 (Profile Analysis)

线性假设

‣ 组间效应

✓ 若  与  均已接受，则，我们可以利用

水

H(1)
0 H(2)

0

H(3)
0 : 𝒞 (μ1 + μ2) = 0

1 −1 0 ⋯ 0 0
0 1 −1 ⋯ 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 0 ⋯ 1 −1 (p−1)×p

2μ1 1

2μ2 1
⋮

2μp 1

=

0
0
⋮
0

⟹

μ1 1 − μ2 1
μ2 1 − μ3 1

⋮
μp−1 1 − μp 1

=

0
0
⋮
0

⟹ μ1 1 = μ2 1 = ⋯ = μp−1 1 = μp 1
y4 <- rep(2.5, 5) 
plot(c(1, 5), c(0, 5), type = 'n', axes = FALSE, xlab = 'Treatment', ylab = 'Mean', main = 'Population Profiles') 
abline(h=0, v=1) 
lines(x, y4, lty=1, lwd=3, col = 'red') 
lines(x, y4-0.01, lty=2, lwd=3, col = 'black') 
axis(1, pos = 0) 
axis(2, pos = 1)
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• 轮廓分析 (Profile Analysis)

线性假设

‣ 组间效应

✓ 若  与  均已接受，则，我们可以利用

水

H(1)
0 H(2)

0

H(3)
0 : 𝒞 (μ1 + μ2) = 0

✓ 考虑平均轮廓 x

x =
n1x1 + n2x2

n1 + n2
⟹ x ∼ Np ( n1μ1 + n2μ2

n1 + n2
,

1
n1 + n2

Σ)
在 H(3)

0  与 H(1)
0  为真时 

⟹ 𝒞 ( n1μ1 + n2μ2

n1 + n2 ) = 0

在 H(3)
0  与 H(1)

0  为真时 
⟹ n1 + n2 𝒞x ∼ Np (0 , 𝒞Σ𝒞T)
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在 H(3)
0  与 H(1)

0  为真时 
⟹ n1 + n2 𝒞x ∼ Np (0 , 𝒞Σ𝒞T)

• 轮廓分析 (Profile Analysis)

线性假设

‣ 组间效应

✓ 若  与  均已接受，则，我们可以利用

水

H(1)
0 H(2)

0

H(3)
0 : 𝒞 (μ1 + μ2) = 0

(n1 + n2 − 2) (𝒞x)T (𝒞𝒮𝒞T)
−1

𝒞x ∼ T2
p−1, n1+n2−p

✓  的拒绝域为H(3)
0

n1 + n2 − p
p − 1 (𝒞x)T (𝒞𝒮𝒞T)

−1
𝒞x > Fp−1, n1+n2−p(α)

上  分位数α
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Boston 房屋数据
library(MASS) 

str(Boston)

506 个观测值 14 个变量
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Boston 房屋数据

head(Boston)

X1 : 人均犯罪率

X2 : 划作大型住宅用地的比例

X3 : 非零售业务占地的比例

X4 : Charles 河 (1 指河边，0 为其它)

X5 : 一氧化氮浓度

X6 : 每个住宅的平均房间数

X7 : 1940年之前建造的自住房的比例

X8 : 到波士顿五个就业中心的加权距离

X9 : 辐射状高速公路的可达性指数

X10 : 每一万美元的全额财产税税率

X11 : 生师比

X12 : 1000 (B − 0.63)2 I(B < 0.63)

其中 B是非裔美国人的比例

X14 : 自住房屋价格的中位数(单位: 1000美元)

X13 : 社会低层人口的百分比
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Boston 房屋数据

• 由于大多数变量都呈现出不对称，且左侧的密度更高，所以进行了以下变换：

X̃ 1 = log (X1)
X̃ 2 =

X2

10
X̃ 3 = log (X3)
X̃ 4 = X4，不作变换，因其为二值变量

X̃ 5 = log (X5)
X̃ 6 = log (X6)
X̃ 7 =

X2.5
7

10000

X̃ 8 = log (X8)
X̃ 9 = log (X9)

X̃ 10 = log (X10)
X̃ 11 =

exp(0.4 × X11)
1000

X̃ 12 =
X12

100
X̃ 13 = X13

X̃ 14 = log (X14)
X_1 = log(Boston$crim) 
X_2 = Boston$zn / 10 
X_3 = log(Boston$indus) 
X_4 = Boston$chas 
X_5 = log(Boston$nox) 
X_6 = log(Boston$rm) 
X_7 = Boston$age^(2.5) / 10000 
X_8 = log(Boston$dis) 
X_9 = log(Boston$rad) 
X_10 = log(Boston$tax) 
X_11 = (exp(0.4 * Boston$ptratio)) / 1000 
X_12 = Boston$black / 100 
X_13 = sqrt(Boston$lstat) 
X_14 = log(Boston$medv)

以下使用变换后的数据
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boston = data.frame(X_1, X_2, X_3, X_4, X_5, X_6, X_7, X_8, X_9, X_10, X_11, X_12, X_13, X_14) 
names(boston) = names(Boston) 
boston_sub_group1 = subset(boston, boston$medv <= median(boston$medv), select = c(1, 5, 8, 11, 13)) 
boston_sub_group2 = subset(boston, boston$medv > median(boston$medv), select = c(1, 5, 8, 11, 13)) 
n1 = dim(boston_sub_group1)[1] 
p = dim(boston_sub_group1)[2] 
n2 = dim(boston_sub_group2)[1] 
mu_1 = sapply(boston_sub_group1, mean) 
mu_2 = sapply(boston_sub_group2, mean) 
S_1 = cov(boston_sub_group1) * (n1 - 1) / n1 
S_2 = cov(boston_sub_group2) * (n2 - 1) / n2 
S = (n1 * S_1 + n2 * S_2) / (n1 + n2) 
S = as.matrix(S) 
S_inv = solve(S) 
F_test = t(as.matrix(xbar_1 - xbar_2)) %*% S_inv %*% as.matrix(xbar_1 - xbar_2) * n1 * n2 * (n1 + n2 - p - 1) / (p * (n1 + n2)^2) 
F_test

Boston 房屋数据

• 分组：我们曾利用  的中位数或  的中位数将数据集分为两组.X14 ≤ X14 X14 > X14

• 检验两组均值是否相等：仅考虑变量 X1 , X5 , X8 , X11 , X13

‣ 欲检验 ，其中 H0 : μ1 = μ2 μ1 , μ2 ∈ ℝ5

𝒮 =
1

n1 + n2
(n1𝒮1 + n2𝒮2)
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Boston 房屋数据

• 分组：我们曾利用  的中位数或  的中位数将数据集分为两组.X14 ≤ X14 X14 > X14

• 检验两组均值是否相等：仅考虑变量 X1 , X5 , X8 , X11 , X13

‣ 欲检验 ，其中 H0 : μ1 = μ2 μ1 , μ2 ∈ ℝ5

𝒮 =
1

n1 + n2
(n1𝒮1 + n2𝒮2)

‣ 计算得检验统计量的值为

F = 126.3005

‣ 查得检验的临界值为

2.232042 = Fp , n1+n2−p−1(0.05)

‣ 结论：拒绝 H0 : μ1 = μ2

>

qf(0.05, p, n1 + n2 - p - 1, lower.tail = FALSE)
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Boston 房屋数据

• 分组：我们曾利用  的中位数或  的中位数将数据集分为两组.X14 ≤ X14 X14 > X14

• 检验两组均值是否相等：仅考虑变量 X1 , X5 , X8 , X11 , X13

‣  的置信度为 95% 的联合置信区间为δj = μ1 j − μ2 j , j = 1 , 5 , 8 , 11 , 13

mu_L = as.matrix(xbar_1 - xbar_2) -  
  sqrt(qf(0.05, p, n1 + n2 - p - 1, lower.tail = FALSE) * (p * (n1 + n2)^2) / (n1 * n2 * (n1 + n2 - p - 1)) * 
         as.matrix(c(S[1, 1], S[2, 2], S[3, 3], S[4, 4], S[5, 5]))) 
mu_R = as.matrix(xbar_1 - xbar_2) +  
  sqrt(qf(0.05, p, n1 + n2 - p - 1, lower.tail = FALSE) * (p * (n1 + n2)^2) / (n1 * n2 * (n1 + n2 - p - 1)) * 
         as.matrix(c(S[1, 1], S[2, 2], S[3, 3], S[4, 4], S[5, 5]))) 
data.frame(mu_L = mu_L, mu_R = mu_R)

δ1 ∈ (1.4019611 , 2.5498855)
δ5 ∈ (0.1314898 , 0.2383455)
δ8 ∈ (−0.5243907 , − 0.2221791)

δ11 ∈ (1.0374981 , 1.7383789)
δ13 ∈ (1.1576946 , 1.5818046)

‣ 联合置信区间确认了所有的  均显著不为零.δj

‣ 注意：  (到波士心X8
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Boston 房屋数据

• 分组：我们还可以检验是否“河景房”   对其它变量是否有影响.X4

• 检验两组均值是否相等：考虑变量 X5 , X8 , X9 , X12 , X13 , X14

‣ 欲检验 ，其中 H0 : μ1 = μ2 μ1 , μ2 ∈ ℝ6

n3 = dim(boston_sub_group3)[1] 
p = dim(boston_sub_group3)[2] 
n4 = dim(boston_sub_group4)[1] 
xbar_3 = sapply(boston_sub_group3, mean) 
xbar_4 = sapply(boston_sub_group4, mean) 
S_3 = cov(boston_sub_group3) * (n3 - 1) / n3 
S_4 = cov(boston_sub_group4) * (n4 - 1) / n4 
S = (n3 * S_3 + n4 * S_4) / (n3 + n4) 
S = as.matrix(S) 
S_inv = solve(S) 
F_test = t(as.matrix(xbar_3 - xbar_4)) %*% S_inv %*% as.matrix(xbar_3 - xbar_4) * n3 * n4 * (n3 + n4 - p - 1) / (p * (n3 + n4)^2) 
F_test

𝒮 =
1

n1 + n2
(n1𝒮1 + n2𝒮2)
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Boston 房屋数据

• 分组：我们还可以检验是否“河景房”   对其它变量是否有影响.X4

• 检验两组均值是否相等：考虑变量 X5 , X8 , X9 , X12 , X13 , X14

‣ 欲检验 ，其中 H0 : μ1 = μ2 μ1 , μ2 ∈ ℝ6

𝒮 =
1

n1 + n2
(n1𝒮1 + n2𝒮2)

‣ 计算得检验统计量的值为

F = 5.814844

‣ 查得检验的临界值为

2.116738 = Fp , n1+n2−p−1(0.05)

qf(0.05, p, n3 + n4 - p - 1, lower.tail = FALSE)

‣ 结论：拒绝 H0 : μ1 = μ2

>



Hypothesis Testing

Boston 房屋数据

• 分组：我们还可以检验是否“河景房”   对其它变量是否有影响.X4

• 检验两组均值是否相等：考虑变量 X5 , X8 , X9 , X12 , X13 , X14

mu_L = as.matrix(xbar_3 - xbar_4) -  
  sqrt(qf(0.05, p, n3 + n4 - p - 1, lower.tail = FALSE) * (p * (n3 + n4)^2) / (n3 * n4 * (n3 + n4 - p - 1)) * 
         as.matrix(c(S[1, 1], S[2, 2], S[3, 3], S[4, 4], S[5, 5], S[6, 6]))) 
mu_R = as.matrix(xbar_3 - xbar_4) +  
  sqrt(qf(0.05, p, n3 + n4 - p - 1, lower.tail = FALSE) * (p * (n3 + n4)^2) / (n3 * n4 * (n3 + n4 - p - 1)) * 
         as.matrix(c(S[1, 1], S[2, 2], S[3, 3], S[4, 4], S[5, 5], S[6, 6]))) 
data.frame(mu_L = mu_L, mu_R = mu_R)

‣  的置信度为 95% 的联合置信区间为δj = μ1 j − μ2 j , j = 5 , 8 , 9 , 12 , 13 , 14

δ5 ∈ (−0.060322746 , 0.1919118)
δ8 ∈ (−0.522497204 , 0.1527192)
δ9 ∈ (−0.505094923 , 0.5937961)

δ12 ∈ (−0.397384925 , 0.7481127)
δ13 ∈ (−0.859549918 , 0.3781680)
δ14 ∈ (0.001432809 , 0.5084371)

‣ 联合置信区间表明，只有  导致了拒绝 .X14 H0
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Boston 房屋数据

• 检验线性约束

‣ 我们在第 3 章建立 用一X14

X_14_lm = lm(medv ~ . , data = boston) 

summary(X_14_lm) 

par(mfrow = c(2, 3)) 

plot(X_14_lm, which = 1:6)

独立、正态假设基本成立
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Boston 房屋数据

• 检验线性约束

‣ 全部回归系数的显著性检验

X = as.matrix(model.matrix(X_14_lm)) 

n = dim(boston)[1] 

p = dim(boston)[2] - 1 

q = p 

beta_hat = as.matrix(X_14_lm$coefficients) 

y = as.matrix(boston$medv) 

A = array(0, dim = c(13, 14)) 

for (i in 1:13) A[i, i+1] = 1 

F_test = (t(A %*% beta_hat) %*% solve(A %*% solve(t(X) %*% X) %*% t(A)) %*% (A %*% beta_hat) / 

  t(y - X %*% beta_hat) %*% (y - X %*% beta_hat)) * (n - p) / q 

F_test

H0 : (β1 , β2 , … , β13)T = 0

β ≜

β0

β1

β2
⋮

β13

, 𝒜 ≜ (013 , ℐ13) =

0 1 0 0 ⋯ 0
0 0 1 0 ⋯ 0
0 0 0 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 0 ⋯ 1 13×14

⟺ 𝒜 β = 0



Hypothesis Testing

qf(0.05, q, n - p, lower.tail = FALSE)

Boston 房屋数据

• 检验线性约束

‣ 全部回归系数的显著性检验 H0 : (β1 , β2 , … , β13)T = 0 ⟺ 𝒜 β = 0

‣ 计算得检验统计量的值为

F = 123.452

‣ 查得检验的临界值为

1.740034 = Fq , n−p(0.05)

‣ 结论：拒绝 H0 : (β1 , β2 , … , β13)T = 0

>

β ≜

β0

β1

β2
⋮

β13

, 𝒜 ≜ (013 , ℐ13) =

0 1 0 0 ⋯ 0
0 0 1 0 ⋯ 0
0 0 0 1 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 0 ⋯ 1 13×14



Hypothesis Testing

q = 1 

A = array(0, dim = c(1, 14)) 

A[5] = 1 

A = as.matrix(A) 

F_test = (t(A %*% beta_hat) %*% solve(A %*% solve(t(X) %*% X) %*% t(A)) %*% (A %*% beta_hat) / 

            t(y - X %*% beta_hat) %*% (y - X %*% beta_hat)) * (n - p) / q 

F_test

Boston 房屋数据

• 检验线性约束

‣ 是否位于湖边  对房价的影响，我们来检验(X4) H0 : β4 = 0 ⟺ 𝒜 β = 0

β ≜

β0

β1

β2
⋮

β13

, 𝒜 ≜ (0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0)



Hypothesis Testing

qf(0.05, q, n - p, lower.tail = FALSE)

Boston 房屋数据

• 检验线性约束

‣ 是否位于湖边  对房价的影响，我们来检验(X4) H0 : β4 = 0 ⟺ 𝒜 β = 0

β ≜

β0

β1

β2
⋮

β13

, 𝒜 ≜ (0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0)

‣ 计算得检验统计量的值为

F = 9.031265

‣ 查得检验的临界值为

3.86039 = Fq , n−p(0.05)

‣ 结论：拒绝 H0 : β4 = 0

>



Hypothesis Testing

Boston 房屋数据

• 检验线性约束

‣ 我们看到全模型当中有部分变量不显著 (  值较高p

‣ 我们来检验 H0 : β1 = β2 = β3 = β7 = 0



Hypothesis Testing

q = 4 

A = array(0, dim = c(4, 14)) 

for (i in 1:3) A[i, i+1] = 1 

A[4, 8] = 1 

A = as.matrix(A) 

F_test = (t(A %*% beta_hat) %*% solve(A %*% solve(t(X) %*% X) %*% t(A)) %*% (A %*% beta_hat) / 

            t(y - X %*% beta_hat) %*% (y - X %*% beta_hat)) * (n - p) / q 

F_test

Boston 房屋数据

• 检验线性约束

‣ 我们看到全模型当中有部分变量不显著 (  值较高p

‣ 我们来检验 H0 : β1 = β2 = β3 = β7 = 0

β ≜

β0

β1

β2
⋮

β13

, 𝒜 ≜

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

⟺ 𝒜 β = 04×1



Hypothesis Testing

qf(0.05, q, n - p, lower.tail = FALSE)

Boston 房屋数据

• 检验线性约束

‣ 我们看到全模型当中有部分变量不显著 (  值较高p

‣ 我们来检验 H0 : β1 = β2 = β3 = β7 = 0

β ≜

β0

β1

β2
⋮

β13

, 𝒜 ≜

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

⟺ 𝒜 β = 04×1

‣ 计算得检验统计量的值为

F = 0.9363377

‣ 查得检验的临界值为

2.390021 = Fq , n−p(0.05)

‣ 结论：接受 H0 : β1 = β2 = β3 = β7 = 0

<



Hypothesis Testing

X_14_lm_reduced = lm(medv ~ chas + nox + rm + dis + rad + tax + ptratio + black + lstat , data = boston) 
summary(X_14_lm_reduced)

Boston 房屋数据

• 检验线性约束

‣ 从而一

‣ 结论：接受 H0 : β1 = β2 = β3 = β7 = 0

X14 = 4.158186 + 0.108655 X4

−0.305541 X5 + 0.466807 X6

−0.185537 X8 + 0.049184 X9

−0.209594 X10 − 0.041047 X11

+0.048139 X12 − 0.258773 X13


