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已学知识点 (Recap)

第 5 章 多元正态分布的理论

‣  的概率密度函数为X ∼ Np(μ, Σ) f(x) = 2πΣ
− 1

2 exp {−
1
2

(x − μ)TΣ−1(x − μ)}
𝔼(X) = μ
ℂov(X) = 𝔼 [(x − μ)(x − μ)T] = Σ

‣ 设 ，矩阵 ，向量 ，则 .X ∼ Np(μ, Σ) 𝒜 c ∈ ℝp Y = 𝒜     𝒜   𝒜  𝒜

‣ 设 ，作 Mahalanobis 变换： ，则 ，且 

.

X ∼ Np(μ, Σ) Y = Σ−1/2 (X − μ) Y ∼ Np (0, ℐp)
YT Y = (X − μ)T Σ−1 (X − μ) ∼ χ2

p



已学知识点 (Recap)

第 5 章 多元正态分布的理论

‣ 设 ，分块如下 

， ， ， 

则                   ，     ， 

且  与  相互独立

X ∼ Np (μ, Σ)

X = (X1
X2) μ = (μ1

μ2) Σ = (Σ11 Σ12
Σ21 Σ22)

X1 ∼ Nr (μ1, Σ11) X2⋅1 = X2 − Σ21 Σ−1
11 X1 ∼ Np−r (μ2⋅1, Σ22⋅1)

X1 X2⋅1

r × 1 r × r

μ2⋅1 = μ2 − Σ21 Σ−1
11 μ1

Σ22⋅1 = Σ22 − Σ21 Σ−1
11 Σ12

 与  相互独立 X1 X2 Σ12 = 0

对于给定的矩阵  与 ，  与  相互独立 𝒜 ℬ 𝒜  ℬ X 𝒜   

给定矩阵 ，向量 ，且 ，则 .𝒜 c ∈ ℝq q ≤ p Y = 𝒜      𝒜    𝒜  𝒜
给定  时  的条件分布 .X1 = x1 X2 (X2 X1 = x1) ∼ Np−r (μ2 + Σ21Σ−1

11 (x1 − μ1), Σ22⋅1)



已学知识点 (Recap)

第 5 章 多元正态分布的理论

‣ 设 ， ，其中 ， ，

 不依赖于 ，则 .

X1 ∼ Nr (μ1, Σ11) (X2 X1 = x1) ∼ Np−r (𝒜     𝒜 b ∈ ℝp−r

Ω x1 X = (X1
X2) ∼ Np (μ, Σ)

μ = ( μ1

𝒜 μ1 + b)
Σ = ( Σ11 Σ11 𝒜T

𝒜 Σ11 Ω + Σ11 𝒜T)

‣ 随机矩阵的分布：随机矩阵  的分布定义为其所有元素构成的随机向量 

 的联合分布.

𝒳 

X = (X11 , …, X1n , X21 , …, X2n , …, Xm1 , …, Xmn)



已学知识点 (Recap)

第 5 章 多元正态分布的理论

‣ 非心 Wp (Σ, n, τ)

假设 .xi =

xi1
xi2
⋮
xip

i.i.d.∼ Np (μi, Σ) , i = 1, 2, …, n

μi =

μi1
μi2
⋮

μip

, i = 1, 2, …, n

记 ，ℳn×p =

μT
1

μT
2
⋮
μT

n

=

μ11 μ12 ⋯ μ1p
μ21 μ22 ⋯ μ2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
μn1 μn2 ⋯ μnp

则称随机矩阵  服从非心 𝒜






 Wp (Σ, n, τ)

非中心参数

τp×p = ℳTℳ

= (μ1 , μ2 , ⋯ , μn)

μT
1

μT
2

⋮
μT

n

=
n

∑
i=1

μi μT
i

‣ 当  时 ，此时称  服从中心 μi = 0, i = 1, 2, …, n τ = 0 𝒜 𝒜  



已学知识点 (Recap)

第 5 章 多元正态分布的理论

‣ 若 ，矩阵 ，则 .𝒜    ℬp×q ℬT 𝒜       

随机矩阵  的线性变换𝒜

‣ 设 ，  满足   𝒜    a ∈ ℝp aT Σ a ≠ 0
aT 𝒜
 

χ2
m

‣ Cochran 定理：设  是来自 一

一

𝒳 Np (0, Σ) 𝒞

𝒳 =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

=

xT
1

xT
2
⋮
xT

n
①  服从加权 Wishart  随机变量和的分布，即 

， 

其中  是  的特征值.

𝒳𝒞𝒳

𝒳 𝒞 𝒳





  

λi (i = 1 , 2 , … , n) 𝒞



已学知识点 (Recap)

第 5 章 多元正态分布的理论

‣ 若 ，矩阵 ，则 .𝒜    ℬp×q ℬT 𝒜       

随机矩阵  的线性变换𝒜

‣ 设 ，  满足   𝒜    a ∈ ℝp aT Σ a ≠ 0
aT 𝒜
 

χ2
m

‣ Cochran 定理：设  是来自 一

一

𝒳 Np (0, Σ) 𝒞

𝒳 =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

=

xT
1

xT
2
⋮
xT

n
②  服从 Wishart 分布的充分必要条件是 .  

此时有 ，其中 .

𝒳𝒞𝒳 𝒞  𝒞

𝒳𝒞𝒳    r = rank(𝒞  𝒞

③ .x =
1
n

n

∑
i=1

xi =
1
n

𝒳    




④  服从 Wishart 分布 .n 𝒮  𝒳  𝒳 Wp(Σ , n − 1)

ℋ = ℐn −
1
n

1n1T
n

⑤  与  相互独立x 𝒮



已学知识点 (Recap)

第 5 章 多元正态分布的理论

‣ Wishart 分布的性质：

① 如果 ，则 .𝒜    𝔼𝒜 

② 如果 ， ，则 ，其中  .𝒜     i = 1, 2, …, k 𝒜





𝒜    n =
k

∑
i=1

ni

③  为正定矩阵时，  的概率密度函数为𝒜 Wp(Σ, n − 1)

fΣ, n−1(𝒜) =
𝒜

1
2 (n−p−2)

e
− 1

2 tr(𝒜Σ−1)

2
1
2 p(n−1)π

1
4 p(p−1) Σ

1
2 (n−1) p

∏
i=1

Γ ( n − i
2 )



已学知识点 (Recap)

第 5 章 多元正态分布的理论

‣ Hotelling  分布：若 ， ，且  与  相互独立



T2 Y ∼ Np (0, ℐ) 𝒜     Y 𝒜

n YT 𝒜  


‣ 如果  与  相互独立 X ∼ Np (μ, Σ) 𝒜     n (X − μ)T 𝒜    


‣ 若  是取自 一 方

 .

x Np (μ, Σ) 𝒮

(n − 1)(x − μ)T 𝒮         𝒮
    

  𝒮u =
n

n − 1
𝒮

‣ Hotelling  与  分布的关系为  .T2 F T2
p, n =

np
n − p + 1

Fp, n−p+1

‣ 对  的一  足  

方

X ∼ Np (μ, Σ) Y = 𝒞 𝒞 q ≤ p x 𝒮

y = 𝒞    𝒞



𝒞  𝒞
𝒮  𝒞 𝒮 𝒞   𝒞  𝒞  
  𝒞   𝒞  𝒞 𝒮 𝒞 𝒞   𝒞  





Theory of Estimation

Chapter 6 Theory of Estimation 

估计理论



Theory of Estimation

估计理论

似然函数 

Cramer-Rao 下界

概述



Theory of Estimation

似然函数

• 目的：估计未知参数 .θ ∈ ℝk

x1, x2, …, xn
i.i.d.∼ f (x; θ)

样本 总体  为未知参数向量θ ∈ ℝk

• 似然函数：样本  的联合密度  作为  的一个函数x1, x2, …, xn L (𝒳; θ) θ

数据矩阵： 𝒳 =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

=

xT
1

xT
2
⋮
xT

n

L (𝒳; θ) =
n

∏
i=1

f (xi; θ)



Theory of Estimation

似然函数

• 极大似然估计 (MLE):

̂θ = arg max
θ

L (𝒳; θ)

‣ 一

ℓ (𝒳; θ) = log L (𝒳; θ)
达到最大一一

⟹ ̂θ = arg max
θ

L (𝒳; θ) = arg max
θ

ℓ (𝒳; θ)



Theory of Estimation

似然函数

• 例： .x1, x2, …, xn
i.i.d.∼ Np (μ, ℐ)

pdf ⟹ f(x; θ) = (2π)
− p

2exp {−
1
2 (x − θ)T (x − θ)}

θ = μ ∈ ℝp

似然函数 ⟹ L(𝒳; θ) =
n

∏
i=1

f (xi; θ)

= (2π)
− np

2 exp {−
1
2

n

∑
i=1

[(xi − θ)T (xi − θ)]}
对数似然函数 ⟹ ℓ(𝒳; θ) = −

np
2

log(2π) −
1
2

n

∑
i=1

[(xi − θ)T (xi − θ)]
(xi − θ)T (xi − θ) = (xi − x + x − θ)T (xi − x + x − θ)

= [(xi − x)T + (x − θ)T] [(xi − x) + (x − θ)]
= (xi − x)T (xi − x) + (x − θ)T (x − θ) + 2 (x − θ)T (xi − x)



Theory of Estimation

似然函数

• 例： .x1, x2, …, xn
i.i.d.∼ Np (μ, ℐ)

对数似然函数 ⟹ ℓ(𝒳; θ) = −
np
2

log(2π) −
1
2

n

∑
i=1

[(xi − θ)T (xi − θ)]
(xi − θ)T (xi − θ) = (xi − x + x − θ)T (xi − x + x − θ)

= [(xi − x)T + (x − θ)T] [(xi − x) + (x − θ)]
= (xi − x)T (xi − x) + (x − θ)T (x − θ) + 2 (x − θ)T (xi − x)

ℓ(𝒳; θ) = −
np
2

log(2π) −
1
2

n

∑
i=1

[(xi − x)T (xi − x) + (x − θ)T (x − θ) + 2 (x − θ)T (xi − x)]
= −

np
2

log(2π) −
1
2

n

∑
i=1

[(xi − x)T (xi − x)] −
n
2 (x − θ)T (x − θ) −

n

∑
i=1

[(x − θ)T (xi − x)]

= 0



Theory of Estimation

似然函数

• 例： .x1, x2, …, xn
i.i.d.∼ Np (μ, ℐ)

ℓ(𝒳; θ) = −
np
2

log(2π) −
1
2

n

∑
i=1

[(xi − x)T (xi − x) + (x − θ)T (x − θ) + 2 (x − θ)T (xi − x)]
= −

np
2

log(2π) −
1
2

n

∑
i=1

[(xi − x)T (xi − x)] −
n
2 (x − θ)T (x − θ) −

n

∑
i=1

[(x − θ)T (xi − x)]

= 0= −
np
2

log(2π) −
1
2

n

∑
i=1

[(xi − x)T (xi − x)] −
n
2 (x − θ)T (x − θ)

只有该项与  有关θ‣ 显然，  在  取得极大l(𝒳  ̂θ = ̂μ = x

‣ 密度函数为上述  的分布中，参数  的极大f(x; θ) θ = μ

̂θ = ̂μ = x



Theory of Estimation

似然函数

• 例： .x1, x2, …, xn
i.i.d.∼ Np (μ, Σ)

pdf ⟹ f(x; μ, Σ) = 2πΣ
− 1

2
exp {−

1
2 (x − μ)T Σ−1 (x − μ)}

‣ ，这里 一 



θ = (μ, Σ) Σ Σ θ

{p +
1
2

p(p + 1)}
‣ 似然函数为

L(𝒳; θ) =
n

∏
i=1

f (xi; θ) = 2πΣ
− n

2
exp {−

1
2

n

∑
i=1

[(xi − μ)T Σ−1 (xi − μ)]}
‣ 从而

ℓ(𝒳; θ) = log L(𝒳; θ) = −
n
2

log 2πΣ −
1
2

n

∑
i=1

[(xi − μ)T Σ−1 (xi − μ)]



Theory of Estimation

似然函数

• 例： .x1, x2, …, xn
i.i.d.∼ Np (μ, Σ)

‣ 从而

ℓ(𝒳; θ) = log L(𝒳; θ) = −
n
2

log 2πΣ −
1
2

n

∑
i=1

[(xi − μ)T Σ−1 (xi − μ)]

(xi − μ)T Σ−1 (xi − μ) = (xi − x + x − μ)T Σ−1 (xi − x + x − μ)

= [(xi − x)T + (x − μ)T] Σ−1 [(xi − x) + (x − μ)]
= (xi − x)T Σ−1 (xi − x) + (x − μ)T Σ−1 (x − μ) + 2 (x − μ)T Σ−1 (xi − x)

n

∑
i=1

[(xi − μ)T Σ−1 (xi − μ)] =
n

∑
i=1

[(xi − x)T Σ−1 (xi − x)]+

n (x − μ)T Σ−1 (x − μ) + 2
n

∑
i=1

[(x − μ)T Σ−1 (xi − x)]
= 0



Theory of Estimation

似然函数

• 例： .x1, x2, …, xn
i.i.d.∼ Np (μ, Σ)

‣ 从而

ℓ(𝒳; θ) = log L(𝒳; θ) = −
n
2

log 2πΣ −
1
2

n

∑
i=1

[(xi − μ)T Σ−1 (xi − μ)]

n

∑
i=1

[(xi − μ)T Σ−1 (xi − μ)] =
n

∑
i=1

[(xi − x)T Σ−1 (xi − x)] + n (x − μ)T Σ−1 (x − μ)

[(xi − x)T Σ−1 (xi − x)]1×1
= tr [(xi − x)T Σ−1 (xi − x)]

𝒜n×p, ℬp×q, 𝒞q×n ⟹

tr (𝒜ℬ𝒞) = tr (ℬ𝒞𝒜) = tr (𝒞𝒜ℬ)

= tr [Σ−1 (xi − x) (xi − x)T]

=
n

∑
i=1

tr [Σ−1 (xi − x) (xi − x)T] + n (x − μ)T Σ−1 (x − μ)



Theory of Estimation

似然函数

• 例： .x1, x2, …, xn
i.i.d.∼ Np (μ, Σ)

‣ 从而

ℓ(𝒳; θ) = log L(𝒳; θ) = −
n
2

log 2πΣ −
1
2

n

∑
i=1

[(xi − μ)T Σ−1 (xi − μ)]

n

∑
i=1

[(xi − μ)T Σ−1 (xi − μ)] =
n

∑
i=1

[(xi − x)T Σ−1 (xi − x)] + n (x − μ)T Σ−1 (x − μ)

=
n

∑
i=1

tr [Σ−1 (xi − x) (xi − x)T] + n (x − μ)T Σ−1 (x − μ)

= tr {Σ−1
n

∑
i=1

[(xi − x) (xi − x)T]} + n (x − μ)T Σ−1 (x − μ)

= tr {Σ−1n𝒮} + n (x − μ)T Σ−1 (x − μ)



Theory of Estimation

似然函数

• 例： .x1, x2, …, xn
i.i.d.∼ Np (μ, Σ)

‣ 从而

ℓ(𝒳; θ) = −
n
2

log 2πΣ −
n
2

tr (Σ−1𝒮) −
n
2 (x − μ)T Σ−1 (x − μ)

‣ 可求得极大

̂μ = x , ̂Σ = 𝒮

‣ 注意：协方无  大𝒮


 
𝒮 Σ



Theory of Estimation

• 例：考虑线性回归模型

yi = βTxi + εi , i = 1, 2, …, n

似然函数

xi ∈ ℝp εi
i.i.d.∼ N (0, σ2)

‣ 参数：  是一 θ = (βT, σ) (p + 1)

‣ 数据：

y =

y1
y2
⋮
yn

, 𝒳 =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

=

xT
1

xT
2
⋮
xT

n

‣ 似然函数：

L(y, 𝒳; θ) =
n

∏
i=1

1

2π σ
exp {−

1
2σ2 (yi − βTxi)2}



Theory of Estimation

• 例：考虑线性回归模型

yi = βTxi + εi , i = 1, 2, …, n

xi ∈ ℝp εi
i.i.d.∼ N (0, σ2)

似然函数

‣ 对数似然函数：

ℓ(y, 𝒳; θ) = log {
n

∏
i=1

1

2π σ
exp [−

1
2σ2 (yi − βTxi)2]}

= −
n
2

log(2π) − n log σ −
1

2σ2

n

∑
i=1

(yi − βTxi)2

= −
n
2

log(2π) − n log σ −
1

2σ2 (y − 𝒳β)T (y − 𝒳β)

= −
n
2

log(2π) − n log σ −
1

2σ2 (yT y + βT𝒳T𝒳β − 2βT𝒳Ty)



Theory of Estimation

• 例：考虑线性回归模型

yi = βTxi + εi , i = 1, 2, …, n

xi ∈ ℝp εi
i.i.d.∼ N (0, σ2)

似然函数

‣ 关于参数求导得：

∂ℓ
∂β

= −
1

2σ2 (2𝒳T𝒳β − 2𝒳Ty)
∂ℓ
∂σ

= −
n
σ

+
1
σ3 [(y − 𝒳β)T (y − 𝒳β)]

∂ℓ
∂β

= 0 ⟹ 𝒳T𝒳β − 𝒳Ty = 0 ⟹ ̂β = (𝒳T𝒳)−1 𝒳Ty

∂ℓ
∂σ

= 0 ⟹ σ2 =
1
n (y − 𝒳β)T (y − 𝒳β)

⟹ ̂σ 2 =
1
n (y − 𝒳 ̂β)

T

(y − 𝒳 ̂β) =
1
n

y − 𝒳 ̂β
2

与最小二乘估计量相同

残差平方和



Theory of Estimation

• 例：考虑线性回归模型

yi = βTxi + εi , i = 1, 2, …, n

xi ∈ ℝp εi
i.i.d.∼ N (0, σ2)

似然函数

y1
y2
⋮
yn

=

β1x11 + β2x12 + ⋯ + βpx1p

β1x21 + β2x22 + ⋯ + βpx2p

⋮
β1xn1 + β2xn2 + ⋯ + βpxnp

+

ε1
ε2
⋮
εn

⟺ y = 𝒳β + ε

∼ Nn (0, σ2ℐn)

‣ 当  的值给定时，我们有xi

E(y) = 𝒳β ⟹ E ( ̂β) = E [(𝒳T𝒳)−1 𝒳Ty] = (𝒳T𝒳)−1 𝒳T E (y) = β

Var(y) = σ2ℐn ⟹ Var ( ̂β) = Var [(𝒳T𝒳)−1 𝒳Ty]
= (𝒳T𝒳)−1 𝒳T Var (y) [(𝒳T𝒳)−1 𝒳T]

T

= (𝒳T𝒳)−1 𝒳Tσ2ℐn𝒳 (𝒳T𝒳)−1 = σ2 (𝒳T𝒳)−1



Theory of Estimation

Cramer-Rao 下界

• 在估计理论中，一个重要的问题是估计量  是否具有某些特定的性质.̂θ

‣ 无E ( ̂θ) = θ

x1, x2, …, xn
i.i.d.∼ Np (μ, Σ) ⟹ ̂μ = x 无偏估计量

⟹ ̂Σ = 𝒮 有偏估计量

‣ 有效性：我们聚焦无方小一

‣ 一  ̂θ θ

‣ Cramer–Rao 下界给出了任意一无方小



Theory of Estimation

Cramer-Rao 下界

• 评分函数 (score function) 及其性质：

‣ 评分函数  是对数似然函数关于  的导数s(𝒳  θ ∈ ℝk

s (𝒳; θ) =
∂

∂θ
ℓ (𝒳; θ) =

1
L (𝒳; θ)

⋅
∂

∂θ
L (𝒳; θ)

‣ Fisher 信息矩阵：评分函数的协方

ℱn = Var [s (𝒳; θ)]
定理 6.1 设  是评分函数，如果  是  与  的任一函

数，则在正则条件下有 

s = s (𝒳; θ) ̂θ = t = t (𝒳; θ) 𝒳 θ

E (stT) =
∂

∂θ
E (tT) − E ( ∂tT

∂θ ) .

证明留作习题



Theory of Estimation

Cramer-Rao 下界

• 评分函数 (score function) 及其性质：

推论 6.1 设  是评分函数，  是  的任意一个无偏估计量，即 

，则 

s(𝒳; θ) ̂θ = t = t (𝒳) θ

𝔼(t) = θ

𝔼 (stT) = ℂov (s, t) = ℐk .

证明也留作习题.

‣ 可以证明

𝔼 [s (𝒳; θ)] = 0 ⟹ 𝔼 (ssT) = 𝕍ar (s) = ℱn

s = t

ℱn = 𝔼 (ssT) = − 𝔼 ( ∂
∂θ

sT) s (𝒳; θ) =
∂

∂θ
ℓ (𝒳; θ)

= − 𝔼 [ ∂2

∂θ ∂θT
ℓ (𝒳; θ)]
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• 例：考虑 x1, x2, …, xn
i.i.d.∼ Np (θ, ℐ) .

s (𝒳; θ) =
∂

∂θ
ℓ (𝒳; θ) f (x; θ) = (2π)

− 1
2 exp {−

1
2 (x − θ)T (x − θ)}

L (𝒳; θ) =
n

∏
i=1

f (xi; θ)

= (2π)
− n

2 exp {−
1
2

n

∑
i=1

(xi − θ)T (xi − θ)}
ℓ (𝒳; θ) = log L (𝒳; θ)

= −
n
2

(2π) −
1
2

n

∑
i=1

(xi − θ)T (xi − θ)

= −
1
2

∂
∂θ [

n

∑
i=1

(xi − θ)T (xi − θ)]
= n (x − θ)

⟹ ℱn = 𝕍ar [s (𝒳; θ)] = 𝕍ar [n (x − θ)] = nℐp
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定理 6.2 (Cramer-Rao) 设  是  的任意一个无偏估计量，则在正则条件

下有 

 

其中 

 

是 Fisher 信息矩阵.

̂θ = t = t (𝒳) θ

𝕍ar (t) ≥ ℱ−1
n

ℱn = 𝔼 {s (𝒳; θ) [s (𝒳; θ)]
T} = 𝕍ar [s (𝒳; θ)]
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证明：令

Y = aTt , Z = cTs

评分函数a, c ∈ ℝp

Cov (s, t) = ℐ

⟹ Cov(Y, Z ) = Cov (aTt , cTs) = aT Cov (t , s) c = aTc

Var(Z ) = Var (cTs) = cT Var (s) c = cT ℱn c

⟹ ρ2
Y, Z = [Cov(Y, Z )]2

Var(Y ) Var(Z )
= (aTc)2

aT Var(t) a ⋅ cT ℱn c
≤ 1

对任意  成立c ≠ 0
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证明：令

Y = aTt , Z = cTs

评分函数a, c ∈ ℝp

⟹ ρ2
Y, Z = [Cov(Y, Z )]2

Var(Y ) Var(Z )
= (aTc)2

aT Var(t) a ⋅ cT ℱn c
≤ 1

‣ 因为

(aTc)2

cT ℱn c
= (aTc)T (aTc)

cT ℱn c
=

cTaaTc
cT ℱn c
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‣ 因为

(aTc)2

cT ℱn c
= (aTc)T (aTc)

cT ℱn c
=

cTaaTc
cT ℱn c

Cramer-Rao 下界

证明：令

Y = aTt , Z = cTs

评分函数a, c ∈ ℝp
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‣ 因为

(aTc)2

cT ℱn c
= (aTc)T (aTc)

cT ℱn c
=

cTaaTc
cT ℱn c

Cramer-Rao 下界

证明：令

Y = aTt , Z = cTs

评分函数a, c ∈ ℝp

max
c ( cTaaTc

cT ℱn c ) = max
cT ℱn c=1

(cTaaTc)

= max
cT ℱn c=1

(aTccTa)

ccTℱnccT = ccT ⟹ {ccTℱn = ℐ
ℱnccT = ℐ

⟹ ccT = ℱ−1
n

= aT ℱ−1
n a
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证明：令

Y = aTt , Z = cTs

评分函数a, c ∈ ℝp

⟹ ρ2
Y, Z = [Cov(Y, Z )]2

Var(Y ) Var(Z )
= (aTc)2

aT Var(t) a ⋅ cT ℱn c
≤ 1已证得

⟹ max
c

(aTc)2

cT ℱn c
= aT ℱ−1

n a

‣ 所以

aT ℱ−1
n a

aT Var(t) a
≤ 1 , ∀a ∈ ℝp , a ≠ 0
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证明：令

Y = aTt , Z = cTs

评分函数a, c ∈ ℝp

‣ 所以

aT ℱ−1
n a

aT Var(t) a
≤ 1 , ∀a ∈ ℝp , a ≠ 0

⟹ aT ℱ−1
n a ≤ aT Var(t) a , ∀a ∈ ℝp , a ≠ 0

⟹ aT [Var(t) − ℱ−1
n ] a ≥ 0 , ∀a ∈ ℝp , a ≠ 0

⟹ Var(t) − ℱ−1
n ≥ 0

⟹ Var(t) ≥ ℱ−1
n
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定理 6.3 假设  是独立同分布的样本. 若  是  的极大似然估计，即 

，则在一定的正则条件下，当  时有： 

 

其中  表示样本容量  时的 Fisher 信息.

{xi}n
i=1

̂θ θ ∈ ℝk

̂θ = arg max
θ

L (𝒳; θ) n → ∞

n ( ̂θ − θ) ℒ⟶ Nk (0 , ℱ−1
1 )

ℱ1 n = 1

• 由定理 6.3 的结果我们看到，在正则性条件下

‣ 极大无

‣ 极大小方

‣ 极大

‣ 极大 一θ



Theory of Estimation

Cramer-Rao 下界

• 由多元正态分布的性质，我们有

n ( ̂θ − θ)
T

ℱ1 ( ̂θ − θ) ℒ⟶ χ2
p , n → ∞

如果 ，则 Mahalanobis 变换 

 

且 

X ∼ Np (μ , Σ)
Y = Σ−1/2 (X − μ) ∼ Np (0 , ℐp)

YTY = (X − μ)T Σ−1 (X − μ) ∼ χ2
p

• 如果  是  的一个一致估计量，即 ，则等价地有̂ℱ 1 ℱ1
̂ℱ 1 = ℱ1 ( ̂θ)

n ( ̂θ − θ)
T ̂ℱ 1 ( ̂θ − θ) ℒ⟶ χ2

p , n → ∞

• 上式在关于  的假设检验问题和置信域的构造当中很有用，详见第 7 章.θ


