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已学知识点 (Recap)

第 5 章 多元正态分布的理论

‣  的概率密度函数为X ∼ Np(μ, Σ) f(x) = 2πΣ
− 1

2 exp {−
1
2

(x − μ)TΣ−1(x − μ)}
𝔼(X) = μ
ℂov(X) = 𝔼 [(x − μ)(x − μ)T] = Σ

‣ 设 ，矩阵 ，向量 ，则 .X ∼ Np(μ, Σ) 𝒜 c ∈ ℝp Y = 𝒜     𝒜   𝒜  𝒜

‣ 设 ，作 Mahalanobis 变换： ，则 ，且 

.

X ∼ Np(μ, Σ) Y = Σ−1/2 (X − μ) Y ∼ Np (0, ℐp)
YT Y = (X − μ)T Σ−1 (X − μ) ∼ χ2

p



已学知识点 (Recap)

第 5 章 多元正态分布的理论

‣ 设 ，分块如下 

， ， ， 

则                   ，     ， 

且  与  相互独立

X ∼ Np (μ, Σ)

X = (X1
X2) μ = (μ1

μ2) Σ = (Σ11 Σ12
Σ21 Σ22)

X1 ∼ Nr (μ1, Σ11) X2⋅1 = X2 − Σ21 Σ−1
11 X1 ∼ Np−r (μ2⋅1, Σ22⋅1)

X1 X2⋅1

r × 1 r × r

μ2⋅1 = μ2 − Σ21 Σ−1
11 μ1

Σ22⋅1 = Σ22 − Σ21 Σ−1
11 Σ12

 与  相互独立 X1 X2 Σ12 = 0

对于给定的矩阵  与 ，  与  相互独立 𝒜 ℬ 𝒜  ℬ X 𝒜   

给定矩阵 ，向量 ，且 ，则 .𝒜 c ∈ ℝq q ≤ p Y = 𝒜      𝒜    𝒜  𝒜
给定  时  的条件分布 .X1 = x1 X2 (X2 X1 = x1) ∼ Np−r (μ2 + Σ21Σ−1

11 (x1 − μ1), Σ22⋅1)



已学知识点 (Recap)

第 5 章 多元正态分布的理论

‣ 设 ， ，其中 ， ，

 不依赖于 ，则 .

X1 ∼ Nr (μ1, Σ11) (X2 X1 = x1) ∼ Np−r (𝒜     𝒜 b ∈ ℝp−r

Ω x1 X = (X1
X2) ∼ Np (μ, Σ)

μ = ( μ1

𝒜 μ1 + b)
Σ = ( Σ11 Σ11 𝒜T

𝒜 Σ11 Ω + Σ11 𝒜T)

‣ 随机矩阵的分布：随机矩阵  的分布定义为其所有元素构成的随机向量 

 的联合分布.

𝒳 

X = (X11 , …, X1n , X21 , …, X2n , …, Xm1 , …, Xmn)



已学知识点 (Recap)

第 5 章 多元正态分布的理论

‣ 非心 Wp (Σ, n, τ)

假设 .xi =

xi1
xi2
⋮
xip

i.i.d.∼ Np (μi, Σ) , i = 1, 2, …, n

μi =

μi1
μi2
⋮

μip

, i = 1, 2, …, n

记 ，ℳn×p =

μT
1

μT
2
⋮
μT

n

=

μ11 μ12 ⋯ μ1p
μ21 μ22 ⋯ μ2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
μn1 μn2 ⋯ μnp

则称随机矩阵  服从非心 𝒜






 Wp (Σ, n, τ)

非中心参数

τp×p = ℳTℳ

= (μ1 , μ2 , ⋯ , μn)

μT
1

μT
2

⋮
μT

n

=
n

∑
i=1

μi μT
i

‣ 当  时 ，此时称  服从中心 μi = 0, i = 1, 2, …, n τ = 0 𝒜 𝒜  



已学知识点 (Recap)

第 5 章 多元正态分布的理论

‣ 若 ，矩阵 ，则 .𝒜    ℬp×q ℬT 𝒜       

随机矩阵  的线性变换𝒜

‣ 设 ，  满足   𝒜    a ∈ ℝp aT Σ a ≠ 0
aT 𝒜
 

χ2
m

‣ Cochran 定理：设  是来自 一

一

𝒳 Np (0, Σ) 𝒞

𝒳 =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

=

xT
1

xT
2
⋮
xT

n
①  服从加权 Wishart  随机变量和的分布，即 

， 

其中  是  的特征值.

𝒳𝒞𝒳

𝒳 𝒞 𝒳





  

λi (i = 1 , 2 , … , n) 𝒞



已学知识点 (Recap)

第 5 章 多元正态分布的理论

‣ 若 ，矩阵 ，则 .𝒜    ℬp×q ℬT 𝒜       

随机矩阵  的线性变换𝒜

‣ 设 ，  满足   𝒜    a ∈ ℝp aT Σ a ≠ 0
aT 𝒜
 

χ2
m

‣ Cochran 定理：设  是来自 一

一

𝒳 Np (0, Σ) 𝒞

𝒳 =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

=

xT
1

xT
2
⋮
xT

n
②  服从 Wishart 分布的充分必要条件是 .  

此时有 ，其中 .

𝒳𝒞𝒳 𝒞  𝒞

𝒳𝒞𝒳    r = rank(𝒞  𝒞

③ .x =
1
n

n

∑
i=1

xi =
1
n

𝒳    




④  服从 Wishart 分布 .n 𝒮  𝒳  𝒳 Wp(Σ , n − 1)

ℋ = ℐn −
1
n

1n1T
n

⑤  与  相互独立x 𝒮



Theory of the Multinormal

Wishart 分布

• 以下性质非常有用：

‣ 如果 ，则 .𝒜    𝔼𝒜 

‣ 如果 ， ，则 ，其中  .𝒜     i = 1, 2, …, k 𝒜





𝒜    n =
k

∑
i=1

ni

‣  为正定矩阵时，  的概率密度函数为𝒜 Wp(Σ, n − 1)

fΣ, n−1(𝒜) =
𝒜

1
2 (n−p−2)

e
− 1

2 tr(𝒜Σ−1)

2
1
2 p(n−1)π

1
4 p(p−1) Σ

1
2 (n−1) p

∏
i=1

Γ ( n − i
2 )

Γ(z) = ∫
∞

0
tz−1e−tdt

‣ Wishart 分布的详细内容:



Theory of the Multinormal

Hotelling  分布T2

Y ∼ Np (0, ℐ) 𝒜 ∼ Wp (ℐ, n)
相互独立

define
⟹ nYT𝒜−1Y ∼ T2

p, n

Y ∼ N1 (0, 1) X ∼ χ2
n

相互独立

⟹
Y
X
n

∼ tn

⟹
Y2

X
n

∼ F1, n

⟹ n YX−1/2 ∼ tn

⟹ nYX−1Y ∼ F1, n



Theory of the Multinormal

Hotelling  分布T2

定理 5.8 如果  与  相互独立，则 X ∼ Np (μ, Σ) 𝒜 ∼ Wp (Σ, n)

n (X − μ)T 𝒜−1 (X − μ) ∼ T2
p, n

推论 5.3 若  是取自正态总体  的一个样本的样本均值向量，  是样本协方

差矩阵，则 

x Np (μ, Σ) 𝒮

(n − 1)(x − μ)T 𝒮−1 (x − μ) = n (x − μ)T 𝒮−1
u (x − μ) ∼ T2

p, n−1

𝒮u =
n

n − 1
𝒮



Theory of the Multinormal

• 例：在一元情形  中，该定理即为我们熟悉的结果(p = 1)

定理 5.9 Hotelling  与  分布的关系为 .T2 F T2
p, n =

np
n − p + 1

Fp, n−p+1

x − μ

𝒮u / n

2

∼ T2
1 , n = F1 , n = t2

n−1

Hotelling  分布T2



Theory of the Multinormal

推论 5.4 考虑  的一个线性变换 ，其中  满足 . 如果 

 与  分别为样本均值向量与样本协方差矩阵，则有 

X ∼ Np (μ, Σ) Y = 𝒞X 𝒞q×p q ≤ p

x 𝒮X

y = 𝒞 x ∼ Nq (𝒞 μ,
1
n

𝒞 Σ 𝒞T)
n𝒮Y = n𝒞 𝒮X 𝒞T ∼ Wq (𝒞 Σ 𝒞T, n − 1)
(n − 1)(𝒞 x − 𝒞 μ)T (𝒞 𝒮X 𝒞T)−1 (𝒞 x − 𝒞 μ) ∼ T2

q, n−1

Hotelling  分布T2



Theory of the Multinormal

球形分布与椭圆分布

• 多元正态分布属于椭圆分布的大类，近年来在金融数学中引起了广泛的关注

• 椭圆分布应用广泛，尤其是在风险管理当中.

定义 5.3 称  的随机向量  服从球形分布 ，是指其特征函数  满足 

，其中  是某个纯量函数，称之为球面分布  的特

征生成器. 我们记球形分布为 .

(p × 1) Y Sp (ϕ) ψY(t)

ψY(t) = ϕ (tTt) ϕ( ⋅ ) Sp (ϕ)
Y ∼ Sp (ϕ)

‣ 这是定义球形分布的若干方一

‣ 球形分布可以看作多元标准正态分布  的推广Np(0, ℐ)

Y ∼ Np(μ, Σ) ⟹ ψY(t) = exp {itTμ −
1
2

tTΣt} μ=0 , Σ=ℐ= exp {−
1
2

tTt}



Theory of the Multinormal

定理 5.10 球形随机向量具有如下性质： 

1. 球形分布随机向量的所有边际分布是球形分布. 

2. 所有边际特征函数具有相同的特征生成器. 

3. 设 ，则  的分布与  的分布相同，其中随机向量  服从  中

单位球面上的均匀分布，而  是与  独立的一个随机变量. 如果 

，则 

X ∼ Sp (ϕ) X ru(p) u(p) ℝp

r ≥ 0 u(p)

𝔼 (r2) < ∞

𝔼 (X) = 0 , ℂov (X) =
𝔼 (r2)

p
ℐp

‣ 随机半径  与特征生 见方



r ϕ

‣ 球形分布  的矩，如果存在的话，可以表示为一X ∼ Sp (ϕ)

球形分布与椭圆分布



Theory of the Multinormal

球形分布与椭圆分布

定理 5.10 球形随机向量具有如下性质： 

1. 球形分布随机向量的所有边际分布是球形分布. 

2. 所有边际特征函数具有相同的特征生成器. 

3. 设 ，则  的分布与  的分布相同，其中随机向量  服从  中

单位球面上的均匀分布，而  是与  独立的一个随机变量. 如果 

，则 

X ∼ Sp (ϕ) X ru(p) u(p) ℝp

r ≥ 0 u(p)

𝔼 (r2) < ∞

𝔼 (X) = 0 , ℂov (X) =
𝔼 (r2)

p
ℐp

‣ 一而言一

‣ 有密度时，维数小 小



p − 1 p − 2

‣  大一  p (−∞, 0) (0, ∞)



Theory of the Multinormal

球形分布与椭圆分布

定义 5.4 称  的随机向量  服从参数为  和  的椭圆分布，是指  与 

 的分布相同，其中 ，  为满足  的  矩

阵，且 . 我们记它为 .

(p × 1) X μp×1 Σp×p X

μ + 𝒞Y Y ∼ Sk (ϕ) 𝒞 𝒞T𝒞 = Σ (k × p)
rank (Σ) = k X ∼ ECp (μ, Σ, ϕ)

‣ 椭圆分布可以看作是  的推广Np (μ, Σ)



Theory of the Multinormal

球形分布与椭圆分布

• 例：多元  分布.t

Z ∼ Np (0, ℐp) S ∼ χ2
m

相互独立

⟹ Y =
Z
S
m

服从自由度为  的多元  分布.m t

‣  分布属于  维球形分布族.t p



Theory of the Multinormal

球形分布与椭圆分布

• 例：多元正态分布.

X ∼ Np (μ, Σ) ⟹ X ∼ ECp (μ, Σ, ϕ) ϕ(u) = exp {−
u
2 }

‣ 多元正态分布的密度曲面

f(x) = det(2πΣ)
− 1

2exp {−
1
2

(x − μ)TΣ−1(x − μ)}
Σ = ( 1 0.6

0.6 1 )

μ = (0
0)



Theory of the Multinormal

• 例：多元正态分布.

X ∼ Np (μ, Σ) ⟹ X ∼ ECp (μ, Σ, ϕ) ϕ(u) = exp {−
u
2 }

球形分布与椭圆分布

n = 80 
mu1 = 0 
mu2 = 0 
s1 = 1 
s2 = 1 
rho = 0.6 
x = seq(-3, 3, length = n) * s1 
y = seq(-3, 3, length = n) * s2 
f = function(x,y){ 
  (2 * pi * s1 * s2 * sqrt(1-rho^2))^-1 * exp(-0.5 * (1 - rho^2)^-1 *  
                ((x-mu1)^2/s1^2 - 2 * rho * (x - mu1) * ( y - mu2) / (s1 * s2) + (y - mu2)^2/s2^2)) 
} 
z = outer(x , y, f) 

fig_1 = plot_ly() %>% 
  add_surface(x = ~x, y = ~y, z = ~z) 
fig_1



Theory of the Multinormal

• 例：多元正态分布.

X ∼ Np (μ, Σ) ⟹ X ∼ ECp (μ, Σ, ϕ) ϕ(u) = exp {−
u
2 }

球形分布与椭圆分布

fig_2 = plot_ly(x = ~x, y = ~y, z = ~z) %>% 
  add_contour() 
fig_2



Theory of the Multinormal

球形分布与椭圆分布

• 例：多元正态分布.

X ∼ Np (μ, Σ) ⟹ X ∼ ECp (μ, Σ, ϕ) ϕ(u) = exp {−
u
2 }

‣ 多元正态分布的密度曲面

f(x) = det(2πΣ)
− 1

2exp {−
1
2

(x − μ)TΣ−1(x − μ)}
‣ 注意到密度在椭圆上的值为常数.

‣ 这就是称之为“椭圆”分布族的原因.



Theory of the Multinormal

定理 5.11 椭圆随机向量  具有以下性质： 

1. 椭圆分布变量的任何线性组合还是椭圆分布. 

2. 椭圆分布变量的边际分布还是椭圆分布. 

3. 对任何  以及 ， ，一个标量函数  能够确定一个椭球

分布  的充分必要条件是  是一个  维特征函数. 

4. 假设  是非退化的. 如果  且 ，则存在常

数  使得 

. 

换言之，  不唯一，除非我们强加条件 .

X

μ ∈ ℝp Σ ≥ 0 rank(Σ) = k ϕ( ⋅ )

ECp (μ, Σ, ϕ) ϕ (tTt) p

X X ∼ ECp (μ, Σ, ϕ) X ∼ ECp (μ*, Σ*, ϕ*)
c > 0

μ = μ* , Σ = cΣ* , ϕ*( ⋅ ) = ϕ (c−1 ⋅ )
Σ, ϕ, 𝒞 det(Σ) = 1

球形分布与椭圆分布



Theory of the Multinormal

定理 5.11 (续) 椭圆随机向量  具有以下性质： 

5.  的特征函数  形如 ，其中  是标量函数. 

6.  且  的充分必要条件是  与  同分布，

其中  与随机向量  独立，  服从  中单位球面上的均匀分布，  是满

足  的一个  矩阵. 

7. 若  且 . 则 

. 

8. 若  且 . 则 

 

与表达式  当中的  具有相同的分布.

X

X ψ(t) = E (eitTX) ψ(t) = eitTμϕ (tTΣt) ϕ

X ∼ ECp (μ, Σ, ϕ) rank(Σ) = k X μ + r 𝒞T u(k)

r ≥ 0 u(k) u(k) ℝk 𝒞

𝒞T𝒞 = Σ (k × p)

X ∼ ECp (μ, Σ, ϕ) E (r2) < ∞

𝔼 (X) = μ , ℂov (X) =
𝔼 (r2)

rank (Σ)
Σ = − 2ϕT (0) Σ

X ∼ ECp (μ, Σ, ϕ) rank (Σ) = k

Q(X) = (X − μ)TΣ−1(X − μ)

μ + r 𝒞T u(k) r2

球形分布与椭圆分布


