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已学知识点 (Recap)

第 3 章 多元中的一些概念与模型

3.1 协方差

‣ 协方差是相关性的一种度量.

‣ 协方差仅度量线性相关程度.

‣ 协方差与度量单位有关.

‣ 协方差为零也可能存在非线性相关.

‣ 协方差为零不一定独立.

‣ 独立协方差一定为零.

‣ 协方差为负对应着向下倾斜的散点图. 协方差为正对应着向上倾斜的散点图.

‣ 变量与自身的协方差就是方差 .Cov(X , X ) = σXX = σ2
X

‣ 对于较小的 ，在计算协方差时，我们用  代替 .n
1

n − 1
1
n



已学知识点 (Recap)

第 3 章 多元中的一些概念与模型

3.2 相关系数

‣ 相关系数是标准化之后对相关性的一种度量.

‣ 相关系数的绝对值不超过 1.

‣ 相关系数仅度量线性相关程度.

‣ 不相关亦可能存在非线性的相关.

‣ 不相关不一定独立. 但对两个正态分布的变量而言，不相关则意味着独立.

‣ 独立一定不相关.

‣ 负相关对应着向下倾斜的散点图. 正相关对应着向上倾斜的散点图.

‣ Fisher 的  变换  可用于相关系数的假设检验.Z W =
1
2

log ( 1 + rXY

1 − rXY )
‣ 对小样本，可用修正后的 Fisher 的  变换 .Z W* = W −

3W + tanh(W )
4(n − 1)
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第 3 章 多元中的一些概念与模型

3.3 描述性统计

‣ 数据矩阵的重心由其均值向量  给出.x =
1
n

𝒳T 1n

‣ 数据矩阵观测值的离散程度由样本协方差矩阵给出： 

𝒮 =
1
n

n

∑
k=1

(xk − x) (xk − x)T

=
1
n

𝒳T𝒳 − xxT

=
1
n

𝒳Tℋ𝒳 中心化矩阵：ℋ = ℐn −
1
n

1n 1T
n

‣ 样本相关矩阵由  给出.ℛ = 𝒟−1/2 𝒮 𝒟−1/2

对角阵：𝒟−1/2 = diag (s−1/2
X1X1

, s−1/2
X2X2

, ⋯ , s−1/2
XpXp )

ℋT = ℋ , ℋ2 = ℋ

样本协方差矩阵 𝒮 非负定:  𝒮 ≥ 0𝒮u =
n

n − 1
𝒮 是总体协方差矩阵 Σ 的无偏估计
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第 3 章 多元中的一些概念与模型

• 线性变换：Y = 𝒜q×pX 变换后的数据矩阵: 𝒴 = 𝒳𝒜T

初始数据矩阵

y = 𝒜 x

𝒮𝒴 = 𝒜𝒮𝒳𝒜T

• Mahalanobis 变换：zi = 𝒮−1/2 (xi − x) , i = 1, 2, …, n

变换后的数据矩阵: 𝒵 = (z1, z2, …, zn)T = ℋ𝒳𝒮−1/2

𝒮𝒵 = ℐp , 消除了变量之间的相关性
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第 3 章 多元中的一些概念与模型

• 简单线性回归模型

yi = β0 + β1xi + εi , i = 1, 2, …, n

𝔼 (εi) = 0 , 𝕍ar (εi) = σ2 , or εi
i.i.d.∼ N (0, σ2)

参数估计 ⟹ ̂β 1 =
sXY

sXX
, ̂β 0 = y − ̂β 1x

̂σ2 =
1

n − 2

n

∑
i=1

(yi − ̂yi )2 =
1

n − 2

n

∑
i=1

(yi − ̂β 0 − ̂β 1xi)
2

总平方和分解公式：
n

∑
i=1

(yi − y)2 =
n

∑
i=1

( ̂y i − y)2 +
n

∑
i=1

(yi − ̂y i)2

决定系数： r2 =

n
∑
i=1

( ̂y i − y)2

n
∑
i=1

(yi − y)2
=
回归平方和

总平方和
= 1 −

n
∑
i=1

(yi − ̂y i)2

n
∑
i=1

(yi − y)2



Simple linear regression II

 Model : 𝚕𝚘𝚐𝚠𝚊𝚐𝚎 = β0 + β1 × 𝚎𝚍𝚞𝚌𝚊𝚝𝚒𝚘𝚗 + ε , ε ∼ N (0, σ2)
or yi = β0 + β1xi + εi , εi

i.i.d.∼ (0, σ2), i = 1, 2, …, 2178

ei = yi − ̂yi = yi − ( ̂β0 + ̂β1xi), i = 1, 2, …, 2178

̂β0

̂β1

SE ( ̂β0) =
̂β0

SE ( ̂β0)

=
̂β1

SE ( ̂β1)
SE ( ̂β1)

2 × P {t2176 > 22.54 }

2 × P {t2176 > 18.44 }

显著性标志

̂σ ← → n − 2

R2 =
SSR
SST

= 1 −
SSE
SST

= ̂Cor (X, Y)2
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第 3 章 多元中的一些概念与模型

• 单因子方差分析 (ANOVA)

第  个水平的均值j εij
i.i.d.∼ N (0, σ2)

yij = μj + εij = (μ + αj) + εij , i = 1, 2, …, m ; j = 1, 2, …, p

问题 {
H0 : μ1 = μ2 = ⋯ = μp = μ
H1 : μk ≠ μl for some k and l

‣ 单因子方大方

sales.aov <- aov(Sales ~ Strategy, data = Pullover) 
summary(sales.aov)

‣ 我们可以用 方ℜ



已学知识点 (Recap)

y =

y1
y2
⋮
yn

第 3 章 多元中的一些概念与模型

• 多重线性回归模型： 无截距模型： y = 𝒳β + ε

回归系数： β =

β1

β2
⋮
βp

误差项： ε =

ε1
ε2
⋮
εn

参数估计 ⟹ ̂β = (𝒳T𝒳)−1 𝒳Ty

拟合值 ⟹ ̂y = 𝒳 ̂β = 𝒳 (𝒳T𝒳)−1 𝒳T y = 𝒫 y 向量  在列空间  上的投影y C (𝒳)
残差 ⟹ e = y − ̂y = y − 𝒫y = (ℐn − 𝒫) y = 𝒬y 向量  在  的正交补上的投影y C (𝒳)

响应变量 ，解释变量 .Y X = (X1, X2, …, Xp)
T

𝒳 =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

决定系数： r2 =

n
∑
i=1

( ̂y i − y)2

n
∑
i=1

(yi − y)2
=
回归平方和

总平方和
= 1 −

n
∑
i=1

(yi − ̂y i)2

n
∑
i=1

(yi − y)2

调整后的决定系数： r2
adj = r2 −

p (1 − r2)
n − p − 1
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第 3 章 多元中的一些概念与模型

• 多重线性回归模型：

H0 : β1 = 0 ↔ H1 : β1 ≠ 0

H0 : β2 = 0 ↔ H1 : β2 ≠ 0

H0 : β3 = 0 ↔ H1 : β3 ≠ 0

⟹ 接受 H0

⟹ 拒绝 H0

⟹ 拒绝 H0

{
H0 : β1 = β2 = β3 = 0
H1 : at least one βj ≠ 0 ⟹ 拒绝 H0



Theory of Estimation

Multivariate Distributions 

多  元  分  布



Multivariate Distributions

概述

多元分布

分布函数与密度函数 (Distribution and Density Function) 

矩与特征函数 (Moments and Characteristic Functions) 

变量变换 (Transformations) 

多元正态分布 (The Multinormal Distribution) 

抽样分布与极限定理 (Sampling Distributions and Limit Theorems) 

厚尾分布 (Heavy-Tailed Distributions) 

自助法 (Bootstrap)



Multivariate Distributions

分布函数与密度函数

随机向量 X =

X1
X2
⋮
Xp

 的累积分布函数 (cumulative distribution function) 定义为X

F (x) = P (X ≤ x) = P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, …, Xp ≤ xp)
‣ 对连续型随机变量 ，存在一非 X f

F (x) = ∫
x

−∞
f(u)du = ∫

xp

−∞
⋯∫

x1

−∞
f (u1, u2, …, up) du1⋯dup

∫−ℝp

f(u)du = 1 , f(x) =
∂pF(x)

∂x1⋯∂xp



Multivariate Distributions

分布函数与密度函数

随机向量 X =

X1
X2
⋮
Xp

 的累积分布函数 (cumulative distribution function) 定义为X

F (x) = P (X ≤ x) = P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, …, Xp ≤ xp)
‣ 对离散型随机变量 ，我们关注该变量取值在可列个或有限个点   的概率,X {cj}j∈J

P (X ∈ D) = ∑
{j: cj∈D}

P (X = cj)



Multivariate Distributions

分布函数与密度函数

• 若将随机向量  分块为 ，X =

X1
⋮
Xk

Xk+1
⋮
Xp

X = (X1
X2)

FX1 (x1) = P (X1 ≤ x1) = F (x1, …, xk, ∞, …, ∞)
为边际 (marginal) 分布函数 (cdf). 称  为联合 (joint) 分布函数 (cdf).F = F (x)

‣ 对连续型随机向量 ，X fX1 (x1) = ∫
∞

−∞
f (x1, x2) dx2 .

‣ 给定  时，  的条件概率密度为X1 = x1 X2 f (x2 x1) =
f (x1, x2)
fX1 (x1)

.

其中 ， ，则称X1 ∈ ℝk X2 ∈ ℝp−k



Multivariate Distributions

分布函数与密度函数

• 例：考虑函数

f (x1, x2) =
1
2

x1+
3
2

x2 , 0 ≤ x1, x2 ≤ 1

0 , 其它

∬ f (x1, x2) dx1dx2 =
1
2

⋅
x2

1

2

1

0

+
3
2

⋅
x2

2

2

1

0

=
1
4

+
3
4

= 1

概率密度函数

= ∫
1

0 ( 1
2

x1 +
3
2

x2) dx2 =
1
2

x1 +
3
4

, 0 ≤ x1 ≤ 1

= ∫
1

0 ( 1
2

x1 +
3
2

x2) dx1 =
3
2

x2 +
1
4

, 0 ≤ x2 ≤ 1

边际密度：

fX1 (x1) = ∫ f (x1, x2) dx2

=

fX2 (xx) = ∫ f (x1, x2) dx1

条件密度：

f (x2 x1) =
f (x1 , x2)

f (x1)
=

f (x1 x2) =
f (x1 , x2)

f (x2)

=
1
2 x1 + 3

2 x2
1
2 x1 + 3

4

, 0 ≤ x2 ≤ 1 , (0 ≤ x1 ≤ 1)

=
1
2 x1 + 3

2 x2
3
2 x2 + 1

4

, 0 ≤ x1 ≤ 1 , (0 ≤ x2 ≤ 1)

f (x1, x2) ≥ 0 ,



Multivariate Distributions

分布函数与密度函数

定义 4.1  与  相互独立的充分必要条件是 .X1 X2 f(x) = f (x1, x2) = fX1 (x1) fX2 (x2)

‣  与  相互独立 X1 X2 f (x1 x2) = fX1 (x1) , f (x2 x1) = fX2 (x2)

‣ 独立  X2 = x2 X1

! 不同的联合概率密度函数可能会有相同的边际概率密度函数.



Multivariate Distributions

分布函数与密度函数

• 例：考虑下述两个概率密度函数

f (x1, x2) = {1 , 0 < x1, x2 < 1
0 ,其它

=

f (x1, x2) = {1 + α (2x1 − 1) (2x2 − 1) , 0 < x1, x2 < 1

0 , 其它
, (−1 ≤ α ≤ 1)

fX1 (x1) = {1 , 0 < x1 < 1
0 , 其它

, fX2 (x2) = {1 , 0 < x2 < 1
0 , 其它

fX1 (x1) = ∫
1

0
[1 + α (2x1 − 1) (2x2 − 1)] dx2 = 1 , 0 < x1 < 1

fX2 (x2) = ∫
1

0
[1 + α (2x1 − 1) (2x2 − 1)] dx1 = 1 , 0 < x2 < 1



Multivariate Distributions

分布函数与密度函数

• 例：利用钞票数据集讨论独立性.

library(mclust) 
data(banknote) 
# 钞票数据的相关矩阵 

round(cor(banknote[, 2:7]), digits = 2)

 与  几乎不独立.X4 X6

# X4与X6的散点图 

library(ggplot2) 
library(plotly) 
fig = plot_ly(banknote, x = ~Bottom, y = ~Diagonal, type = "scatter", mode = "markers") %>% 
  layout(plot_bgcolor = '#e5ecf6',  
         xaxis = list(zerolinecolor = '#ffff', zerolinewidth = 2, gridcolor = 'ffff'), 
         yaxis = list(zerolinecolor = '#ffff', zerolinewidth = 2, gridcolor = 'ffff')) 
fig



Multivariate Distributions

分布函数与密度函数

• 例：利用钞票数据集讨论独立性.

# X4与X6的核密度图 

fig1 = plot_ly() 
dX4 = density(banknote$Bottom, kernel = "gaussian", na.rm = TRUE) 
fig1 = add_lines(fig1, x = dX4$x, y = dX4$y, name = "gaussian") %>% 
  layout(plot_bgcolor='#e5ecf6', 
         xaxis = list(zerolinecolor = '#ffff', zerolinewidth = 2, gridcolor = 'ffff'), 
         yaxis = list(zerolinecolor = '#ffff', zerolinewidth = 2, gridcolor = 'ffff')) 

fig2 = plot_ly() 
dX6 = density(banknote$Diagonal, kernel = "gaussian") 
fig2 = add_lines(fig2, x = dX6$x, y = dX6$y, name = "gaussian") %>% 
  layout(plot_bgcolor='#e5ecf6', 
         xaxis = list(zerolinecolor = '#ffff', zerolinewidth = 2, gridcolor = 'ffff'), 
         yaxis = list(zerolinecolor = '#ffff', zerolinewidth = 2, gridcolor = 'ffff')) 

subplot(fig1, fig2, shareY = TRUE)



Multivariate Distributions

分布函数与密度函数

• 例：利用钞票数据集讨论独立性.

‣ 如果  与  相互独立  X4 X6
̂f (x4 , x6) = ̂fX4

⋅ ̂fX6
̂fX4

⋅ ̂fX6

#  的图形 

z = outer(dX4$y, dX6$y, function(a, b) a * b) 

fig3 = plot_ly(x = ~dX4$x, y = ~dX6$x, z = ~z, type = "surface") 

fig3

̂fX4
⋅ ̂fX6



Multivariate Distributions

分布函数与密度函数

• 例：利用钞票数据集讨论独立性.

# X4与X6的联合概率密度函数的核密度图图 

library(MASS) 

x = sort(banknote$Bottom) 

y = sort(banknote$Diagonal) 

KD_X4_6 = kde2d(x, y, n = 25) 

fig4 = plot_ly(x = ~x, y = ~y, z = ~KD_X4_6$z, type = "surface") 

fig4

‣ 再作  的联合密度函数的核密度图.(X4 , X6)



Multivariate Distributions

分布函数与密度函数

• 例：利用钞票数据集讨论独立性.

‣ 如果  与  相互独立  大X4 X6
̂fX4

⋅ ̂fX6 (X4 , X6)

⟹ X4 与 X6 不独立



Multivariate Distributions

矩与特征函数 (Moments and Characteristic Functions)

• 矩 (moment) - 期望 (expectation) 与协方差矩阵 (covariance matrix)

‣ 期望：设随机向量  的概率密度函数为 ,X =

X1
X2
⋮
Xp

f(x)

E (X) =

E (X1)
E (X2)

⋮

E (Xp)
= ∫ ⋯∫ x f(x) dx =

∫ ⋯ ∫ x1 f(x) dx
∫ ⋯ ∫ x2 f(x) dx

⋮
∫ ⋯ ∫ xp f(x) dx

≜ μ

⟹ E (αX + βY) = αE (X) + βE (Y )

E (𝒜X) = 𝒜E (X)  为实矩阵⟵ 𝒜q×p

 与  相互独立  X Y ⟹ E (XYT) = E (X) E (YT)



Multivariate Distributions

矩与特征函数 (Moments and Characteristic Functions)

• 矩 (moment) - 期望 (expectation) 与协方差矩阵 (covariance matrix)

‣ 协方Var (X) = Σ = E [(X − μ) (X − μ)T]
μ = E (X)

‣ 若随机向量  的均值向量为 ，协方  X μ Σ X ∼ (μ, Σ)

‣ 两个随机向量  与  的协方X ∼ (μ, ΣXX) Y ∼ (ν, ΣYY)
ΣXY = Cov(X, Y ) = E [(X − μ) (Y − ν)T]

ΣXY = ΣT
YX

 与  相互独立 X Y ⟹ Cov(X, Y) = 0

 Z = (X
Y) ⟹ ΣZZ = (ΣXX ΣXY

ΣYX ΣYY)



Multivariate Distributions

矩与特征函数 (Moments and Characteristic Functions)

• 矩 (moment) - 期望 (expectation) 与协方差矩阵 (covariance matrix)

‣  的一 X μ = E(X)

‣  的二X

E (XXT) = {E (XiXj)}
p×p

, i, j = 1, 2, …, p

=

E (X2
1) E (X1X2) ⋯ E (X1Xp)

E (X2X1) E (X2
2) ⋯ E (X2Xp)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

E (XpX1) E (XpX2) ⋯ E (X2
p)



Multivariate Distributions

矩与特征函数 (Moments and Characteristic Functions)

• 协方差矩阵  的性质Σ = Var(X)

Σ = (σXiXj)p×p
,

Σ = E (XXT) − μ μT

Σ ≥ 0

σXiXj
= Cov (Xi, Xj) , σXiXi

= Var (Xi)

• 方差与协方差的性质

Var (aTX) = aT Var (X) a = ∑
i, j

ai aj σXiXj

Var (𝒜 X + b) = 𝒜 Var (X) 𝒜T

Cov (X + Y, Z) = Cov (X, Z) + Cov (Y, Z)

Var (X + Y ) = Var (X) + Cov (X, Y ) + Cov (Y, X) + Var (Y )

Cov (𝒜 X, ℬ Y) = 𝒜 Cov (X, Y ) ℬT

X =

X1
X2
⋮
Xp

μ =

E (X1)
E (X2)

⋮

E (Xp)
= μ =

μ1
μ2
⋮
μp

a =

a1
a2
⋮
ap



Multivariate Distributions

矩与特征函数 (Moments and Characteristic Functions)

• 例：设有概率密度函数 f (x1, x2) =
1
2

x1+
3
2

x2 , 0 ≤ x1, x2 ≤ 1

0 , otherwise

‣ 则其均值向量 μ = (μ1
μ2)

= ∫
1

0 ∫
1

0
x2 ( 1

2
x1 +

3
2

x2) dx1 dx2 =
5
8

μ1 = ∬ x1 f (x1, x2) dx1 dx2 = ∫
1

0 ∫
1

0
x1 ( 1

2
x1 +

3
2

x2) dx1 dx2 =
13
24

μ2 = ∬ x2 f (x1, x2) dx1 dx2

=
13
24
5
8



Multivariate Distributions

矩与特征函数 (Moments and Characteristic Functions)

• 例：设有概率密度函数 f (x1, x2) =
1
2

x1+
3
2

x2 , 0 ≤ x1, x2 ≤ 1

0 , 其它

‣ 则其均值向量 μ = (μ1
μ2) =

13
24
5
8

‣ 其协方Σ = (σX1X1
σX1X2

σX2X1
σX2X2)

σX1X1
= E (X2

1) − μ2
1 = ∫

1

0 ∫
1

0
x2

1 ( 1
2

x1 +
3
2

x2) dx1 dx2 − ( 13
24 )

2

=
3
8

− ( 13
24 )

2

≈ 0.0816

σX2X2
= E (X2

2) − μ2
2 = ∫

1

0 ∫
1

0
x2

2 ( 1
2

x1 +
3
2

x2) dx1 dx2 − ( 5
8 )

2

=
11
24

− ( 5
8 )

2

≈ 0.0677

σX1X2
= E (X1X2) − μ1μ2 = ∫

1

0 ∫
1

0
x1x2 ( 1

2
x1 +

3
2

x2) dx1 dx2 −
13
24

×
5
8

=
1
3

−
13
24

×
5
8

≈ − 0.0052

= ( 0.0816 −0.0052
−0.0052 0.0677 )



Multivariate Distributions

矩与特征函数 (Moments and Characteristic Functions)

• 条件期望 (conditional expectation)

E (X2 x1) ≜ ∫ x2 f (x2 x1) dx2 , E (X1 x2) ≜ ∫ x1 f (x1 x2) dx1

给定  时，  的条件位置参数X1 = x1 X2
给定  时，  的条件位置参数X2 = x2 X1

Var (X2 X1 = x1) = E (X2 XT
2 X1 = x1) − E (X2 X1 = x1) E (XT

2 X1 = x1)
Var (X) = E (XXT) − μμT

Var (X1 X2 = x2) = E (X1XT
1 X2 = x2) − E (X1 X2 = x2) E (XT

1 X2 = x2)
• 条件相关系数 (conditional correlations)

ρX2, X3 X1=x1
=

Cov (X2, X3 X1 = x1)
Var (X2 X1 = x1) Var (X3 X1 = x1)

给定  时，  与  的偏相关系数 (partial correlation).X1 = x1 X2 X3



Multivariate Distributions

矩与特征函数 (Moments and Characteristic Functions)

• 例：考虑概率密度函数 f (x1, x2, x3) =
2
3 (x1 + x2 + x3) , 0 < x1, x2, x3 < 1

0 , 其它
关于 ， ，  对称x1 x2 x3

⟹ f (x1, x2) = ∫ f (x1, x2, x3) dx3 =
2
3 (x1 + x2+

1
2 ) , 0 < x1, x2 < 1

0 , 其它

f (x1, x3) =
2
3 (x1 + x3+

1
2 ) , 0 < x1, x3 < 1

0 , 其它

, f (x2, x3) =
2
3 (x2 + x3+

1
2 ) , 0 < x2, x3 < 1

0 , 其它

⟹ f (x1) = ∫ f (x1, x2) dx2 =
2
3 (x1 + 1) , 0 < x1 < 1

0 , 其它

f (x2) =
2
3 (x2 + 1) , 0 < x2 < 1

0 , 其它
, f (x3) =

2
3 (x3 + 1) , 0 < x3 < 1

0 , 其它



Multivariate Distributions

矩与特征函数 (Moments and Characteristic Functions)

• 例：考虑概率密度函数 f (x1, x2, x3) =
2
3 (x1 + x2 + x3) , 0 < x1, x2, x3 < 1

0 , 其它
关于 ， ，  对称x1 x2 x3

⟹ f (x1, x2 x3) =
f (x1, x2, x3)

f (x3)
=

x1 + x2 + x3

x3 + 1
, 0 < x1, x2 < 1 ,

0 , 其它 ,
, (0 < x3 < 1)

⟹ f (x1 x3) =
f (x1, x3)

f (x3)
=

x1 + x3+
1
2

x3 + 1
,0 < x1 < 1

0 , 其它

, (0 < x3 < 1)



Multivariate Distributions

矩与特征函数 (Moments and Characteristic Functions)

f (x1, x2, x3) =
2
3 (x1 + x2 + x3) , 0 < x1, x2, x3 < 1

0 , 其它
关于 ， ，  对称x1 x2 x3

• 例：考虑概率密度函数

‣ 计算可得以下各阶矩

E (Xi) =
5
9

, E (X2
i ) =

7
18

; E (XiXj) =
11
36

, (i ≠ j)

Var (Xi) = E (X2
i ) − [E (Xi)]

2
=

7
18

− ( 5
9 )

2

=
13
162

Cov (Xi , Xj) = E (Xi Xj) − E (Xi) E (Xj) =
11
36

− ( 5
9 )

2

= −
1

324

⟹ Σ =

13
162

−
1

324
−

1
324

−
1

324
13
162

−
1

324

−
1

324
−

1
324

13
162

⟹ ρX1X2
=

−
1

324
13
162

⋅
13
162

= −
1
26

≈ − 0.0385



Multivariate Distributions

矩与特征函数 (Moments and Characteristic Functions)

f (x1, x2, x3) =
2
3 (x1 + x2 + x3) , 0 < x1, x2, x3 < 1

0 , 其它
关于 ， ，  对称x1 x2 x3

• 例：考虑概率密度函数

‣ 计算可得以下各阶矩

E (X1 X3 = x3) = E (X2 X3 = x3) =
1
12 ( 6x3 + 7

x3 + 1 )
E (X2

1 X3 = x3) = E (X2
2 X3 = x3) =

1
12 ( 4x3 + 5

x3 + 1 )
E (X1X2 X3 = x3) =

1
12 ( 3x3 + 4

x3 + 1 )

不是  的线性函数x3



Multivariate Distributions

矩与特征函数 (Moments and Characteristic Functions)

关于 ， ，  对称x1 x2 x3

• 例：考虑概率密度函数 f (x1, x2, x3) =
2
3 (x1 + x2 + x3) , 0 < x1, x2, x3 < 1

0 , 其它

⟹ Var ((X1
X2) X3 = x3) =

12x2
3 + 24x3 + 11

144 (x3 + 1)2
−1

144 (x3 + 1)2

−1

144 (x3 + 1)2

12x2
3 + 24x3 + 11

144 (x3 + 1)2

⟹ ρX1X2 X3=x3
=

−1

144 (x3 + 1)2

12x2
3 + 24x3 + 11

144 (x3 + 1)2 ⋅
12x2

3 + 24x3 + 11

144 (x3 + 1)2

x3 ∈ (0, 1)

ρX1X2 X3=x3
∈ (−

1
11

, −
1
47 ) ≈ (−0.0909, − 0.0213)

Var (X1 X2 = x2) = E (X1XT
1 X2 = x2) − E (X1 X2 = x2) E (XT

1 X2 = x2)

ρX2, X3 X1=x1
=

Cov (X2, X3 X1 = x1)
Var (X2 X1 = x1) Var (X3 X1 = x1)



Multivariate Distributions

• 例：考虑密度函数 f (x1, x2, x3) = {2x2 (x1 + x3) , 0 < x1, x2, x3 < 1
0 , 其它 关于  与  对称x1 x3

 与  独立X2 (X1, X3)
⟹ f (x1, x3) = ∫ f (x1, x2, x3) dx2 = {x1 + x3 , 0 < x1, x3 < 1

0 , 其它

f (x1) = ∫ f (x1, x3) dx3 =
x1+

1
2

, 0 < x1 < 1

0 ,其它
,

f (x2) = {2x2 , 0 < x1 < 1
0 , 其它

Σ =

1
144

0 −
1

144

0
1
18

0

−
1

144
0

11
144

⟹ E(X) =

7
12
2
3
7
12

,

f (x3) = ∫ f (x1, x3) dx1 =
x3+

1
2

, 0 < x3 < 1

0 ,其它

矩与特征函数 (Moments and Characteristic Functions)



Multivariate Distributions

矩与特征函数 (Moments and Characteristic Functions)

• 例：考虑密度函数 f (x1, x2, x3) = {2x2 (x1 + x3) , 0 < x1, x2, x3 < 1
0 , 其它 关于  与  对称x1 x3

 与  独立X2 (X1, X3)

‣ 讨论给定  时  的条件分布.X3 = x3 (X1, X2)

f (x1, x2 x3) =
f (x1, x2, x3)

f (x3)
=

4 (x1 + x3) x2

2x3 + 1
, 0 < x1, x2 < 1

0 , 其它

, (0 < x3 < 1)

f (x3) =
x3+

1
2

, 0 < x3 < 1

0 ,其它

f (x1 x3) =
f (x1, x3)

f (x3)

f (x1, x3) = {x1 + x3 , 0 < x1, x3 < 1
0 , 其它

=
2 (x1 + x3)

2x3 + 1
, 0 < x1 < 1

0 , 其它

, (0 < x3 < 1)

f (x2 x3) = f (x2) = 2x2 , 0 < x2 < 1 (0 < x3 < 1)

⟹ f (x1, x2 x3) = f (x1 x3) ⋅ f (x2 x3)
给定  时，  与  的条件分布相互独立X3 = x3 X1 X2



Multivariate Distributions

矩与特征函数 (Moments and Characteristic Functions)

• 例：考虑密度函数 f (x1, x2, x3) = {2x2 (x1 + x3) , 0 < x1, x2, x3 < 1
0 , 其它 关于  与  对称x1 x3

 与  独立X2 (X1, X3)

‣ 讨论给定  时  的条件分布.X3 = x3 (X1, X2)

f (x1, x2 x3) =
f (x1, x2, x3)

f (x3)
=

4 (x1 + x3) x2

2x3 + 1
, 0 < x1, x2 < 1

0 , 其它

, (0 < x3 < 1)

f (x3) =
x3+

1
2

, 0 < x3 < 1

0 ,其它

⟹ E [(X1
X2) X3 = x3] =

1
3 ( 2 + 3x3

1 + 2x3 )
2
3

, (0 < x3 < 1)

⟹ Var [(X1
X2) X3 = x3] =

1
18

6x2
3 + 6x3 + 1

(2x3 + 1)2 0

0
1
18

, (0 < x3 < 1)



Multivariate Distributions

‣ 利用

矩与特征函数 (Moments and Characteristic Functions)

• 条件期望的性质

E (X2 X1 = x1) = h (x1) , Var (X2 X1 = x1) = g (x1)

h (X1) ≜ E (X2 X1) , g (X1) ≜ Var (X2 X1)
‣ 有趣的性质

E (X2) = E [E (X2 X1)]
Var (X2) = E [Var (X2 X1)] + Var [E (X2 X1)]



Multivariate Distributions

矩与特征函数 (Moments and Characteristic Functions)

• 例：考虑密度函数 f (x1, x2) = {2e− x2
x1 , 0 < x1 < 1, x2 > 0

0 , 其它

⟹ f (x1) = ∫ f (x1, x2) dx2 = {2x1 , 0 < x1 < 1
0 , 其它

⟹ E (X1) =
2
3

, Var (X1) =
1
18

f (x2 x1) =
f (x1, x2)

f (x1)
=

1
x1

e− x2
x1 , x2 > 0

0 , 其它

, (0 < x1 < 1)

‣ 无 f (x2)

⟹ E (X2 X1) = X1 , Var (X2 X1) = X2
1

E (X2) = E [E (X2 X1)] = E (X1) =
2
3

Var (X2) = E [Var (X2 X1)] + Var [E (X2 X1)] = E (X2
1) + Var (X1) =

2
4

+
1
18

=
10
18

• 例：考虑密度函数 f (x1, x2) = {2e− x2
x1 , 0 < x1 < 1, x2 > 0

0 , 其它

⟹ f (x1) = ∫ f (x1, x2) dx2 = {2x1 , 0 < x1 < 1
0 , 其它

⟹ E (X1) =
2
3

, Var (X1) =
1
18



Multivariate Distributions

• 条件期望  看作  的一个函数 ，可以解释为通过  的一个函数

对  的一种条件近似.

E (X2 X1) X1 h (X1) X1

X2

矩与特征函数 (Moments and Characteristic Functions)

称之为  关于  的回归函数X2 X1

‣ 该近似的误差项为 U = X2 − E (X2 X1)
定理 4.3 设 ， ， . 则 

1. . 

2. 用  的一个函数  对  作近似，则  是一个“最佳”逼

近，其中 . 所谓“最佳”是指均方误差 (MSE) 最小的意义

下，其中 

.

X1 ∈ ℝk X2 ∈ ℝp−k U = X2 − E (X2 X1)
E(U) = 0

X1 h (X1) X2 E (X2 X1)
h : ℝk → ℝp−k

MSE(h) = E {[X2 − h (X1)]
T

[X2 − h (X1)]}


