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已学知识点 (Recap)

第 3 章 多元中的一些概念与模型

3.1 协方差

‣ 协方差是相关性的一种度量.

‣ 协方差仅度量线性相关程度.

‣ 协方差与度量单位有关.

‣ 协方差为零也可能存在非线性相关.

‣ 协方差为零不一定独立.

‣ 独立协方差一定为零.

‣ 协方差为负对应着向下倾斜的散点图.

‣ 协方差为正对应着向上倾斜的散点图.

‣ 变量与自身的协方差就是方差 .Cov(X , X ) = σXX = σ2
X

‣ 对于较小的 ，在计算协方差时，我们用  代替 .n
1

n − 1
1
n



已学知识点 (Recap)

第 3 章 多元中的一些概念与模型

3.2 相关系数

‣ 相关系数是标准化之后对相关性的一种度量.

‣ 相关系数的绝对值不超过 1.

‣ 相关系数仅度量线性相关程度.

‣ 不相关亦可能存在非线性的相关.

‣ 不相关不一定独立. 但对两个正态分布的变量而言，不相关则意味着独立.

‣ 独立一定不相关.

‣ 负相关对应着向下倾斜的散点图.

‣ 正相关对应着向上倾斜的散点图.

‣ Fisher 的  变换  可用于相关系数的假设检验.Z W =
1
2

log ( 1 + rXY

1 − rXY )
‣ 对小样本，可用修正后的 Fisher 的  变换 .Z W* = W −

3W + tanh(W )
4(n − 1)



Moving to Higher Dimensions

描述性统计量 (Summary Statistics)

• 讨论基本的描述性统计量 (均值向量、协方差矩阵和相关矩阵) 的矩阵表示.

‣ 随机向量 . 数据矩阵 X =

X1
X2
⋮
Xp

𝒳 =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

‣ 重心: x =

x1
x2
⋮
xp

=
1
n

x11 x21 ⋯ xn1
x12 x22 ⋯ xn2
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

x1p x2p ⋯ xnp
p×n

1
1
⋮
1 n×1

=
1
n

𝒳T1n (均值向量)

=

xT
1

xT
2
⋮
xT

n

.
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‣ 样本协方差矩阵：

𝒮 =

sX1X1
sX1X2

⋯ sX1Xp

sX2X1
sX2X2

⋯ sX2Xp

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
sXpX1

sXpX2
⋯ sXpXp

=
1
n

n
∑
k=1

(xk1 − x1)2 n
∑
k=1

(xk1 − x1) (xk2 − x2) ⋯
n

∑
k=1

(xk1 − x1) (xkp − xp)
n

∑
k=1

(xk2 − x2) (xk1 − x1)
n

∑
k=1

(xk2 − x2)2 ⋯
n

∑
k=1

(xk2 − x2) (xkp − xp)
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

n
∑
k=1

(xkp − xp) (xk1 − x1)
n

∑
k=1

(xkp − xp) (xk2 − x2) ⋯
n

∑
k=1

(xkp − xp)
2

Data matrix: 𝒳 =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

=

xT
1

xT
2
⋮
xT

n

描述性统计量 (Summary Statistics)

=
1
n

n
∑
k=1

(xk1 − x1) (xk1 − x1)
n

∑
k=1

(xk1 − x1) (xk2 − x2) ⋯
n

∑
k=1

(xk1 − x1) (xkp − xp)
n

∑
k=1

(xk2 − x2) (xk1 − x1)
n

∑
k=1

(xk2 − x2) (xk2 − x2) ⋯
n

∑
k=1

(xk2 − x2) (xkp − xp)
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

n
∑
k=1

(xkp − xp) (xk1 − x1)
n

∑
k=1

(xkp − xp) (xk2 − x2) ⋯
n

∑
k=1

(xkp − xp) (xkp − xp)



Moving to Higher Dimensions

‣ 样本协方差矩阵：

𝒮 =

sX1X1
sX1X2

⋯ sX1Xp

sX2X1
sX2X2

⋯ sX2Xp

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
sXpX1

sXpX2
⋯ sXpXp

Data matrix: 𝒳 =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

=

xT
1

xT
2
⋮
xT

n

描述性统计量 (Summary Statistics)

=
1
n

n
∑
k=1

(xk1 − x1) (xk1 − x1)
n

∑
k=1

(xk1 − x1) (xk2 − x2) ⋯
n

∑
k=1

(xk1 − x1) (xkp − xp)
n

∑
k=1

(xk2 − x2) (xk1 − x1)
n

∑
k=1

(xk2 − x2) (xk2 − x2) ⋯
n

∑
k=1

(xk2 − x2) (xkp − xp)
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

n
∑
k=1

(xkp − xp) (xk1 − x1)
n

∑
k=1

(xkp − xp) (xk2 − x2) ⋯
n

∑
k=1

(xkp − xp) (xkp − xp)

=
1
n

n

∑
k=1

(xk1 − x1) (xk1 − x1) (xk1 − x1) (xk2 − x2) ⋯ (xk1 − x1) (xkp − xp)
(xk2 − x2) (xk1 − x1) (xk2 − x2) (xk2 − x2) ⋯ (xk2 − x2) (xkp − xp)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

(xkp − xp) (xk1 − x1) (xkp − xp) (xk2 − x2) ⋯ (xkp − xp) (xkp − xp)



Moving to Higher Dimensions

‣ 样本协方差矩阵：

𝒮 =

sX1X1
sX1X2

⋯ sX1Xp

sX2X1
sX2X2

⋯ sX2Xp

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
sXpX1

sXpX2
⋯ sXpXp

Data matrix: 𝒳 =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

=

xT
1

xT
2
⋮
xT

n

描述性统计量 (Summary Statistics)

=
1
n

n

∑
k=1

(xk1 − x1) (xk1 − x1) (xk1 − x1) (xk2 − x2) ⋯ (xk1 − x1) (xkp − xp)
(xk2 − x2) (xk1 − x1) (xk2 − x2) (xk2 − x2) ⋯ (xk2 − x2) (xkp − xp)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

(xkp − xp) (xk1 − x1) (xkp − xp) (xk2 − x2) ⋯ (xkp − xp) (xkp − xp)

=
1
n

n

∑
k=1

xk1 − x1
xk2 − x2

⋮
xkp − xp

(xk1 − x1 , xk2 − x2 , ⋯ , xkp − xp)



Moving to Higher Dimensions

‣ 样本协方差矩阵：

𝒮 =

sX1X1
sX1X2

⋯ sX1Xp

sX2X1
sX2X2

⋯ sX2Xp

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
sXpX1

sXpX2
⋯ sXpXp

Data matrix: 𝒳 =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

=

xT
1

xT
2
⋮
xT

n

描述性统计量 (Summary Statistics)

=
1
n

n

∑
k=1

xk1 − x1
xk2 − x2

⋮
xkp − xp

xk1 − x1
xk2 − x2

⋮
xkp − xp

T

=
1
n

n

∑
k=1

xk1 − x1
xk2 − x2

⋮
xkp − xp

(xk1 − x1 , xk2 − x2 , ⋯ , xkp − xp)



Moving to Higher Dimensions

‣ 样本协方差矩阵：

𝒮 =

sX1X1
sX1X2

⋯ sX1Xp

sX2X1
sX2X2

⋯ sX2Xp

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
sXpX1

sXpX2
⋯ sXpXp

Data matrix: 𝒳 =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

=

xT
1

xT
2
⋮
xT

n

描述性统计量 (Summary Statistics)

=
1
n

n

∑
k=1

xk1 − x1
xk2 − x2

⋮
xkp − xp

xk1 − x1
xk2 − x2

⋮
xkp − xp

T

=
1
n

n

∑
k=1

xk1
xk2
⋮

xkp

−

x1
x2
⋮
xp

⋅

xk1
xk2
⋮

xkp

−

x1
x2
⋮
xp

T

=
1
n

n

∑
k=1

(xk − x) (xk − x)T



Moving to Higher Dimensions

‣ 样本协方差矩阵：

Data matrix: 𝒳 =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

=

xT
1

xT
2
⋮
xT

n

描述性统计量 (Summary Statistics)

𝒮 =
1
n

n

∑
k=1

(xk − x) (xk − x)T

=
1
n

n

∑
k=1

(xk − x) (xT
k − xT) =

1
n

n

∑
k=1

(xkxT
k − xkxT − xxT

k + xxT)

=
1
n

n

∑
k=1

(xkxT
k ) − ( 1

n

n

∑
k=1

xk) xT − x ( 1
n

n

∑
k=1

xT
k ) +

1
n

n

∑
k=1

(xxT)

=
1
n

n

∑
k=1

(xkxT
k ) − xxT − xxT + xxT

=
1
n [

n

∑
k=1

(xkxT
k )] − (xxT) =

1
n (x1, x2, ⋯, xn)

xT
1

xT
2
⋮
xT

n

− xxT =
1
n

𝒳T𝒳 − xxT



Moving to Higher Dimensions

‣ 样本协方差矩阵：

Data matrix: 𝒳 =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

=

xT
1

xT
2
⋮
xT

n

描述性统计量 (Summary Statistics)

𝒮 =
1
n

n

∑
k=1

(xk − x) (xk − x)T

=
1
n

𝒳T𝒳 − xxT ⟸ x =
1
n

𝒳T1n

=
1
n

𝒳T𝒳 −
1
n

𝒳T1n ( 1
n

𝒳T1n)
T

=
1
n

𝒳T𝒳 −
1
n2

𝒳T1n1T
n𝒳

=
1
n (𝒳T𝒳 −

1
n

𝒳T1n1T
n𝒳)



Moving to Higher Dimensions

‣ 样本协方差矩阵：

Data matrix: 𝒳 =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

=

xT
1

xT
2
⋮
xT

n

描述性统计量 (Summary Statistics)

𝒮 =
1
n

n

∑
k=1

(xk − x) (xk − x)T

=
1
n

𝒳T𝒳 − xxT

=
1
n (𝒳T𝒳 −

1
n

𝒳T1n1T
n𝒳)=

1
n

𝒳T (ℐn −
1
n

1n1T
n) 𝒳

中心化矩阵 ℋ = ℐn −
1
n

1n1T
n=

1
n

𝒳Tℋ𝒳
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‣ 中心化矩阵  是对称幂等阵.ℋ = ℐn −
1
n

1n1T
n

ℋT = (ℐn −
1
n

1n1T
n)

T

= ℐT
n −

1
n (1T

n)T 1T
n = ℐn −

1
n

1n1T
n = ℋ

ℋ2 = (ℐn −
1
n

1n1T
n)

2

= (ℐn −
1
n

1n1T
n) (ℐn −

1
n

1n1T
n)

= ℐn −
1
n

1n1T
n −

1
n

1n1T
n + ( 1

n
1n1T

n) ( 1
n

1n1T
n)

= ℐn −
2
n

1n1T
n +

1
n2

1n 1T
n 1n 1T

n

1T
n1n = n= ℐn −

2
n

1n1T
n +

1
n

1n1T
n

= ℐn −
1
n

1n1T
n = ℋ

描述性统计量 (Summary Statistics)
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‣ 样本协方差矩阵  是非负定矩阵，即 .𝒮 𝒮 ≥ 0

∀a ∈ ℝp ,
aT𝒮a = ⟵ 𝒮 =

1
n

𝒳Tℋ𝒳
1
n

aT𝒳Tℋ𝒳a

⟵ ℋℋ = ℋTℋ = ℋ=
1
n

aT𝒳T (ℋTℋ) 𝒳a

=
1
n (aT𝒳TℋT) (ℋ𝒳a)

⟵ y = ℋ𝒳a=
1
n

yT y

=
1
n

n

∑
k=1

y2
k ≥ 0

描述性统计量 (Summary Statistics)



Moving to Higher Dimensions

‣ 由数理统计中的知识我们知道，一元情形中，  是 

 的有偏估计量，而  是  的

无偏估计量.

S2 =
1
n

n

∑
i=1

(xi − x)2

σ2 = Var(X)
n

n − 1
S2 =

1
n − 1

n

∑
i=1

(xi − x)2 σ2 = Var(X)

‣ 在多元情形中，可以证明  是总体协方差矩阵的一个无偏估计量.𝒮u =
n

n − 1
𝒮

描述性统计量 (Summary Statistics)



Moving to Higher Dimensions

‣ 变量  与变量  之间的样本相关系数为i j

rXiXj
=

s
Xi, Xj

s
Xi, Xi

⋅ s
Xj, Xj

‣ 相关矩阵  则为ℛ

ℛ =

1 r12 ⋯ r1p

r21 1 ⋯ r2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
rp1 rp2 ⋯ 1

= 𝒟−1/2 𝒮 𝒟−1/2

𝒟−1/2 = diag ( sX1X1
, sX2X2

, ⋯ , sXpXp) =

sX1X1

sX2X2

⋱
sXpXp

描述性统计量 (Summary Statistics)



Moving to Higher Dimensions

• 例: 套头衫数据集的样本协方差矩阵的计算.
pullover 

pullover.mean <- sapply(pullover, mean) 

pullover.mean

⟹ x =

172.7
104.6
104.0
93.8

pullover <- as.matrix(pullover) 

pullover.mean <- as.matrix(pullover.mean) 

pullover.cov <- (1/10) * t(pullover) %*% pullover - pullover.mean %*% t(pullover.mean) 

pullover.cov

𝒮 =
1
n

𝒳T𝒳 − xxT

𝒮 =

1037.21 −80.02 1430.7 271.44
−80.02 219.84 92.1 −91.58
1430.70 92.10 2624.0 210.30
271.44 −91.58 210.3 177.36

𝒳 =

描述性统计量 (Summary Statistics)



Moving to Higher Dimensions

pullover.cov.u <- (10/9) * pullover.cov 
pullover.cov.u

⟹ 𝒮u =
n

n − 1
𝒮

‣ 协方差矩阵的无偏估计为

pullover.cov.u2 <- cov(pullover) 
pullover.cov.u2

• 例: 套头衫数据集的样本协方差矩阵的计算.

描述性统计量 (Summary Statistics)

=

1152.45556 −88.91111 1589.6667 301.6000
−88.91111 244.26667 102.3333 −101.7556
1589.66667 102.33333 2915.5556 233.6667
301.60000 −101.75556 233.6667 197.0667



Moving to Higher Dimensions

pullover.cor <- cor(pullover) 
round(pullover.cor, digits = 2)

‣ 样本相关矩阵为

⟹ ℛ =

1.00 −0.17 0.87 0.63
−0.17 1.00 0.12 −0.46
0.87 0.12 1.00 0.31
0.63 −0.46 0.31 1.00

• 例: 套头衫数据集的样本协方差矩阵的计算.

描述性统计量 (Summary Statistics)



Moving to Higher Dimensions

• 线性变换：Y = 𝒜q×pX

随机向量: X =

X1
X2
⋮
Xp

变换矩阵: 𝒜 =

a11 a12 ⋯ a1p
a21 a22 ⋯ a2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
aq1 aq2 ⋯ aqp

变换后得随机向量: Y = 𝒜X =

a11X1 + a12X2 + ⋯ + a1pXp

a21X1 + a22X2 + ⋯ + a2pXp

⋮
aq1X1 + aq2X2 + ⋯ + aqpXp

≜

Y1
Y2
⋮
Yq

数据矩阵: 𝒳 =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

≜

xT
1

xT
2
⋮
xT

n

变换后的数据矩阵: 𝒴 = 𝒳𝒜T =

y11 y12 ⋯ y1q
y21 y22 ⋯ y2q

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
yn1 yn2 ⋯ ynq

≜

yT
1

yT
2
⋮
yT

n

描述性统计量 (Summary Statistics)



Moving to Higher Dimensions

• 线性变换：Y = 𝒜q×pX

描述性统计量 (Summary Statistics)

y =
1
n

𝒴T1n =
1
n (𝒳𝒜T)

T
1n =

1
n

𝒜𝒳T1n

= 𝒜 ( 1
n

𝒳T1n) = 𝒜 x

𝒮𝒴 =
1
n

𝒴T ℋ 𝒴 =
1
n (𝒳𝒜T)

T
ℋ (𝒳𝒜T)

=
1
n

𝒜𝒳Tℋ𝒳𝒜T

= 𝒜 ( 1
n

𝒳Tℋ𝒳) 𝒜T

= 𝒜𝒮𝒳𝒜T

中心化矩阵 ℋ = ℐn −
1
n

1n1T
n

变换后的数据矩阵: 𝒴 = 𝒳𝒜T



Moving to Higher Dimensions

• 线性变换：Y = 𝒜q×pX

描述性统计量 (Summary Statistics)

‣ 如果是非齐次的线性变换 Y = 𝒜X + b , b ∈ ℝq

⟹ {
y = 𝒜x + b

𝒮𝒴 = 𝒜𝒮𝒳𝒜T

⟹ {
y = 𝒜x

𝒮𝒴 = 𝒜𝒮𝒳𝒜T

‣ 特别：  时，q = 1 ，其中 ，Y = aTX a ∈ ℝp

⟹ {
y = aTx

𝒮y = aT𝒮𝒳a

变换后的数据 ，yn×1 = 𝒳a

即 yi = aTxi , i = 1 , 2 , … , n



Moving to Higher Dimensions

A <- matrix(c(0, 0, 1, 10), nrow=1) 

A %*% pullover.mean

pullover

• 例: 设  是套头衫的数据集. 经理欲计算广告费用  加促销员费用  的平均

支出. 假设促销员的时薪为 10 欧元.

𝒳 (X3) (X4)

Y = X3 + 10X4 = (0 0 1 10)

X1
X2
X3
X4

= 𝒜X

⟹ y = 𝒜x = (0 0 1 10)

172.7
104.6
104.0
93.8

= 1042.0

描述性统计量 (Summary Statistics)



Moving to Higher Dimensions

S_Y <- A %*% pullover.cov.u2 %*% t(A) 

S_Y

pullover

• 例: 设  是套头衫的数据集. 经理欲计算广告费用  加促销员费用  的平均

支出. 假设促销员的时薪为 10 欧元.

𝒳 (X3) (X4)

描述性统计量 (Summary Statistics)

Y = X3 + 10X4 = (0 0 1 10)

X1
X2
X3
X4

= 𝒜X

⟹ 𝒮𝒴 = 𝒜𝒮𝒳𝒜T

= (0 0 1 10)

1152.45556 −88.91111 1589.6667 301.6000
−88.91111 244.26667 102.3333 −101.7556
1589.66667 102.33333 2915.5556 233.6667
301.60000 −101.75556 233.6667 197.0667

0
0
1
10

= 27295.56



Moving to Higher Dimensions

• Mahalanobis 变换

zi = 𝒮−1/2 (xi − x) , i = 1, 2, …, n

𝒳 =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

≜

xT
1

xT
2
⋮
xT

n

x =

x1
x2
⋮
xp

=
1
n

𝒳T1n

𝒮 =
1
n

n

∑
i=1

(xi − x) (xi − x)T

=
1
n

𝒳T𝒳 − xxT

=
1
n

𝒳Tℋ𝒳

𝒮 ≥ 0

ℋ = ℐn −
1
n

1n1T
n

‣ 线性变换的一种特殊情形

𝒵 = (z1, z2, …, zn)T =

zT
1

zT
2
⋮
zT
n

=

(x1 − x)T 𝒮−1/2

(x2 − x)T 𝒮−1/2

⋮

(xn − x)T 𝒮−1/2

=

xT
1 − xT

xT
2 − xT

⋮
xT

n − xT

𝒮−1/2 =

xT
1

xT
2
⋮
xT

n

𝒮−1/2 −

xT

xT

⋮
xT

𝒮−1/2

= 𝒳𝒮−1/2 − 1nxT𝒮−1/2 = 𝒳𝒮−1/2 − 1n ( 1
n

𝒳T1n)
T

𝒮−1/2

= 𝒳𝒮−1/2 −
1
n

1n1T
n𝒳𝒮−1/2 = ℋ𝒳𝒮−1/2

描述性统计量 (Summary Statistics)



Moving to Higher Dimensions

• Mahalanobis 变换

zi = 𝒮−1/2 (xi − x) , i = 1, 2, …, n

𝒳 =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

≜

xT
1

xT
2
⋮
xT

n

x =

x1
x2
⋮
xp

=
1
n

𝒳T1n

𝒮 =
1
n

n

∑
i=1

(xi − x) (xi − x)T

=
1
n

𝒳T𝒳 − xxT

=
1
n

𝒳Tℋ𝒳

ℋ = ℐn −
1
n

1n1T
n

‣ 线性变换的一种特殊情形

描述性统计量 (Summary Statistics)

𝒵 = (z1, z2, …, zn)T = ℋ𝒳𝒮−1/2

𝒮𝒵 =
1
n

𝒵Tℋ𝒵 =
1
n (ℋ𝒳𝒮−1/2)T ℋ (ℋ𝒳𝒮−1/2)

=
1
n

𝒮−1/2 𝒳T ℋT ℋ ℋ 𝒳 𝒮−1/2

对称、幂等
=

1
n

𝒮−1/2𝒳Tℋ𝒳𝒮−1/2

= 𝒮−1/2𝒮𝒮−1/2 = ℐp



Moving to Higher Dimensions

• Mahalanobis 变换

zi = 𝒮−1/2 (xi − x) , i = 1, 2, …, n
‣ 线性变换的一种特殊情形

描述性统计量 (Summary Statistics)

𝒵 = (z1, z2, …, zn)T = ℋ𝒳𝒮−1/2

𝒮𝒵 = ℐp

‣ 因此，Mahalanobis 变换消除了变量之间的相关性，并对每一个变量实施了标

准化变换.



Moving to Higher Dimensions

两个变量的线性模型

• 简单线性回归模型

‣ 两个变量  与  满足X Y

yi = β0 + β1xi + εi , i = 1, 2, …, n

E (εi) = 0 , Var (εi) = σ2 , or εi
i.i.d.∼ N (0, σ2)

‣ 估计

( ̂β 0, ̂β 1) = arg min
(β0, β1)

n

∑
i=1

(yi − β0 − β1xi)2
⟹ ̂β 1 =

sXY

sXX
, ̂β 0 = y − ̂β 1x

̂σ2 =
1

n − 2

n

∑
i=1

(yi − ̂yi )2 =
1

n − 2

n

∑
i=1

(yi − ̂β 0 − ̂β 1xi)
2

Var ( ̂β 1) =
̂σ2

n ⋅ sXX
⟹ SE ( ̂β 1) = Var ( ̂β 1) =

̂σ
n ⋅ sXX



Moving to Higher Dimensions

两个变量的线性模型

• 简单线性回归模型

‣ 假设检验 H0 : β1 = 0 ↔ H1 : β1 ≠ 0

t =
̂β 1

SE ( ̂β 1)
H0∼ tn−2 ⟹ 当 | t | ≥ tn−2 ( α

2 ) 时拒绝 H0

⟹ 当 p值 = 2 × P (tn−2 > | t |) < α 时拒绝 H0

‣ 可以证明

n

∑
i=1

(yi − y)2 =
n

∑
i=1

( ̂y i − y)2 +
n

∑
i=1

(yi − ̂y i)2

总平方和 = 回归平方和 + 残差平方和

‣ 决定系数

r2 =

n
∑
i=1

( ̂y i − y)2

n
∑
i=1

(yi − y)2
=
回归平方和

总平方和
= 1 −

n
∑
i=1

(yi − ̂y i)2

n
∑
i=1

(yi − y)2



Moving to Higher Dimensions

• 例: 我们对套头衫数据集应用线性回归模型.
pullover 
plot(X1 ~ X2, data = pullover, xlab = "Price (X2)", ylab = "Sales (X1)", pch = 16, cex = 1.5) 
pullover.lm <- lm(X1 ~ X2, data = pullover) 
abline(pullover.lm, col = "red", lwd = 2) 
summary(pullover.lm)

X1 = 210.7736 − 0.364X2

H0 : β1 = 0 ↔ H1 : β1 ≠ 0

接受 H0

r2 = 0.02808

两个变量的线性模型



Moving to Higher Dimensions

单因子方差分析 (Simple Analysis of Variance)

• 单因子方差分析 (ANOVA)

‣ 假设响应变量  的平均值仅受单一因子影响.y

‣ 该因子有  个不同值 (水平).p

‣ 对该因子的每一个水平观测  次.m

‣ 假设所有的观测结果相互独立.

‣ 目的：分析不同水平的均值是否有显著差异

yij = μj + εij = (μ + αj) + εij , i = 1, 2, …, m ; j = 1, 2, …, p
{

H0 : μ1 = μ2 = ⋯ = μp = μ
H1 : μk ≠ μl for some k and l

⟺ {
H0 : α1 = α2 = ⋯ = αp = 0
H1 : at least one of αj ≠ 0



Moving to Higher Dimensions

单因子方差分析 (Simple Analysis of Variance)

• 单因子方差分析 (ANOVA)

第  个水平的均值j εij
i.i.d.∼ N (0, σ2)

‣ 当  时，上述模型就是线性回归模型，其中  是因子

的第  个水平的值.

m = 1 , p = n , μj = β0 + β1xj xj

j

yj = β0 + β1xj + εj , j = 1, 2, …, n

yij = μj + εij = (μ + αj) + εij , i = 1, 2, …, m ; j = 1, 2, …, p



Moving to Higher Dimensions

单因子方差分析 (Simple Analysis of Variance)

• 例: 销售套头衫的公司欲分析三种营销策略的效果. 

1. 本地报纸作广告 

2. 有促销员 

3. 橱窗里的奢华展示

将这些策略在 10 家不同的商店进行了试验.

Sales <- c(9, 11, 10, 12, 7, 11, 12, 10, 11, 13, 10, 15, 11, 15, 15, 13, 7, 15, 113, 10, 18,  
           14, 17, 9, 14, 17, 16, 14, 17, 15) 
Strategy <- as.factor(c(rep(1, 10), rep(2, 10), rep(3, 10))) 
Pullover <- data.frame(Sales = Sales, Strategy = Strategy) 
Pullover

‣ 公司欲分析这三种营销策略的平均效果是否相同，或是否存在差异.

{H0 : μ1 = μ2 = μ3 = μ
H1 : μk ≠ μl for some k and l

⟺ {
H0 : α1 = α2 = α3 = 0
H1 : at least one of αj ≠ 0



Moving to Higher Dimensions

单因子方差分析 (Simple Analysis of Variance)

• 例: 销售套头衫的公司欲分析三种营销策略的效果. 

1. 本地报纸作广告 

2. 有促销员 

3. 橱窗里的奢华展示

将这些策略在 10 家不同的商店进行了试验.

## 可视化 

library(ggplot2) 
p1 <- ggplot(data = Pullover) + 
  geom_boxplot(aes(x = Strategy, y = Sales, fill = Strategy)) 
p1



Moving to Higher Dimensions

## 因子 (营销策略) 各水平的均值、标准差 

library(dplyr) 
group_by(Pullover, Strategy) %>% 
  summarise( 
    n_i = n(), 
    hat_mean_i = mean(Sales), 
    hat_sd_i = sd(Sales) 
  )

单因子方差分析 (Simple Analysis of Variance)

• 例: 销售套头衫的公司欲分析三种营销策略的效果. 

1. 本地报纸作广告 

2. 有促销员 

3. 橱窗里的奢华展示

将这些策略在 10 家不同的商店进行了试验.



Moving to Higher Dimensions

‣ 模型拟合

单因子方差分析 (Simple Analysis of Variance)

• 例: 销售套头衫的公司欲分析三种营销策略的效果. 

{H0 : μ1 = μ2 = μ3 = μ
H1 : μk ≠ μl for some k and l

⟺ {
H0 : α1 = α2 = α3 = 0
H1 : at least one of αj ≠ 0

sales.lm <- lm(Sales ~ Strategy, data = Pullover) 
summary(sales.lm)

̂μ1̂μ2 − ̂μ1

̂μ3 − ̂μ1



Moving to Higher Dimensions

单因子方差分析 (Simple Analysis of Variance)

• 单因子方差分析 (ANOVA)

‣ 总偏差平方 H0

SSreduced =
m

∑
i=1

p

∑
j=1

(yij − y)
2

y =
1

mp

m

∑
i=1

p

∑
j=1

yij 总均值

‣  为真时的偏差平方H1

SSfull =
m

∑
i=1

p

∑
j=1

(yij − yj)
2

yj =
1
m

m

∑
i=1

yij 第  个水平的均值j

‣ 可以证明
m

∑
i=1

p

∑
j=1

(yij − y)
2

= m
p

∑
j=1

(yj − y)
2

+
m

∑
i=1

p

∑
j=1

(yij − yj)
2

总偏差平方和 =组间偏差平方和 +组内偏差平方和

SStreatment

SSreduced = SStreatment + SSfull



Moving to Higher Dimensions

单因子方差分析 (Simple Analysis of Variance)

• 单因子方差分析 (ANOVA)

‣ 单因子方大方

‣ 方行立

‣ 当  或  为真时H0 : μ1 = μ2 = ⋯ = μp = μ H0 : α1 = α2 = ⋯ = αp = 0

F =
MStreatment

MSfull
=

SStreatment

dftreatment
SSfull

dffull

∼ Fdftreatment, dffull

‣ 显著水   α F ≥ Fdftreatment, dffull
(α) H0



Moving to Higher Dimensions

单因子方差分析 (Simple Analysis of Variance)

• 例: 销售套头衫的公司欲分析三种营销策略的效果. 

{H0 : μ1 = μ2 = μ3 = μ
H1 : μk ≠ μl for some k and l

⟺ {
H0 : α1 = α2 = α3 = 0
H1 : at least one of αj ≠ 0

anova(sales.lm)

sales.aov <- aov(Sales ~ Strategy, data = Pullover) 
summary(sales.aov)

‣ 我们可以用 方ℜ



Moving to Higher Dimensions

多重线性模型 (Multiple Linear Model)

• 响应变量 ,Y

• 解释变量 ，X =

X1
X2
⋮
Xp

数据向量  是响应变量  的一组观测值.y =

y1
y2
⋮
yn

Y

数据矩阵  是解释变量  的一组观测值.𝒳 =

x11 x12 ⋯ x1p
x21 x22 ⋯ x2p

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
xn1 xn2 ⋯ xnp

X

↑ ↑ ⋯ ↑
X1 X2 ⋯ Xp



Moving to Higher Dimensions

多重线性模型 (Multiple Linear Model)

• 线性模型 (无截距项) 可以表示为

y = 𝒳β + ε

回归系数： β =

β1

β2
⋮
βp

误差项： ε =

ε1
ε2
⋮
εn

• 已有理论的重要应用：最小二乘拟合.

̂β = arg min
β

(y − 𝒳β)T (y − 𝒳β)
‣ 如果矩阵  满秩，因此可逆.(𝒳𝒳

̂β = (𝒳T𝒳)−1 𝒳Ty

‣ 拟合值

̂y = 𝒳 ̂β = 𝒳 (𝒳T𝒳)−1 𝒳T y = 𝒫 y

向量  在列空间  上的投影y C (𝒳)



Moving to Higher Dimensions

多重线性模型 (Multiple Linear Model)

• 线性模型 (无截距项) 可以表示为

y = 𝒳β + ε

回归系数： β =

β1

β2
⋮
βp

误差项： ε =

ε1
ε2
⋮
εn

• 已有理论的重要应用：最小二乘拟合.

̂β = arg min
β

(y − 𝒳β)T (y − 𝒳β)
‣ 如果矩阵  满秩，因此可逆.(𝒳𝒳

̂β = (𝒳T𝒳)−1 𝒳Ty

‣ 最小二

e = y − ̂y = y − 𝒳 ̂β

向量  在  的正交补上的投影y C (𝒳)

= y − 𝒫y = (ℐn − 𝒫) y = 𝒬y



Moving to Higher Dimensions

多重线性模型 (Multiple Linear Model)

注 3.5 具有截距项  的线性模型也有类似的形式. 模型的表达式为 

 

亦可表示为矩阵形式 

 

其中  (给数据矩阵添加了一列1向量). 从而我们有 

β0

yi = β0 + β1xi1 + ⋯ + βpxip + εi , i = 1, 2, …, n

y = 𝒳*β* + ε

𝒳* = (1n 𝒳)

̂β* = (
̂β 0

̂β ) = (𝒳*T𝒳*)
−1

𝒳*Ty



Moving to Higher Dimensions

pullover.lm2 <- lm(X1 ~ ., data = pullover) 
summary(pullover.lm2)

多重线性模型 (Multiple Linear Model)

• 例：我们依然讨论套头衫数据集的例子.

pullover

‣ 我们来作销售量  关于价格 ，广 

一

X1 X2 X3 X4

X1 = 65.66956 − 0.21578X2 + 0.48519X3 + 0.84373X4

r2 = 0.9067

 的变化可由一个线性关系很好地近似.X1



Moving to Higher Dimensions

多重线性模型 (Multiple Linear Model)

注 3.6 决定系数受解释变量个数的影响. 给定样本容量 ，  会随着在线性模型中引

入更多解释变量而增加. 因此，即使引入可能不相关的解释变量，  的值也可

能会很高. 有  个解释变量以及含截距项 (共有  个参数) 的调整后的决

定系数为 

n r2

r2

p p + 1

r2
adj = r2 −

p (1 − r2)
n − p − 1



Moving to Higher Dimensions

pullover.lm2 <- lm(X1 ~ ., data = pullover) 
summary(pullover.lm2)

多重线性模型 (Multiple Linear Model)

• 例：我们依然讨论套头衫数据集的例子.

pullover

‣ 我们来作销售量  关于价格 ，广 

一

X1 X2 X3 X4

X1 = 65.66956 − 0.21578X2 + 0.48519X3 + 0.84373X4

r2 = 0.9067

 的变化可由一个线性关系很好地近似.X1

r2
adj = 0.8601



Moving to Higher Dimensions

多重线性模型 (Multiple Linear Model)

•  的性质̂β

E ( ̂β) = β

Var ( ̂β) = σ2 (𝒳T𝒳)−1

̂σ2 =
1

n − p − 1 (y − ̂y )T (y − ̂y )

• 假设检验问题

‣ 对假设 ，H0 : βj = 0 检验统计量： t =
̂βj

SE ( ̂βj )
, 当 t > tn−p−1 ( α

2 ) 时拒绝H0

检验的显著水平

‣ 对假设 ，我们用 行H0 : β1 = β2 = ⋯ = βp = 0 F



Moving to Higher Dimensions

pullover.lm2 <- lm(X1 ~ ., data = pullover) 
summary(pullover.lm2)

多重线性模型 (Multiple Linear Model)

• 例：我们依然讨论套头衫数据集的例子.

pullover

‣ 我们来作销售量  关于价格 ，广 

一

X1 X2 X3 X4

H0 : β1 = 0 ↔ H1 : β1 ≠ 0

H0 : β2 = 0 ↔ H1 : β2 ≠ 0

H0 : β3 = 0 ↔ H1 : β3 ≠ 0

⟹ 接受 H0

⟹ 拒绝 H0

⟹ 拒绝 H0

{
H0 : β1 = β2 = β3 = 0
H1 : at least one βj ≠ 0 ⟹ 拒绝 H0



Moving to Higher Dimensions

pullover.lm2 <- lm(X1 ~ ., data = pullover) 
summary(pullover.lm2)

多重线性模型 (Multiple Linear Model)

• 例：我们依然讨论套头衫数据集的例子.

pullover

‣ 我们来作销售量  关于价格 ，广 

一

X1 X2 X3 X4

H0 : β1 = 0 ↔ H1 : β1 ≠ 0

H0 : β2 = 0 ↔ H1 : β2 ≠ 0

H0 : β3 = 0 ↔ H1 : β3 ≠ 0

⟹ 接受 H0

⟹ 拒绝 H0

⟹ 拒绝 H0

{
H0 : β1 = β2 = β3 = 0
H1 : at least one βj ≠ 0 ⟹ 拒绝 H0



Moving to Higher Dimensions

Boston 住房数据集

• Boston 住房数据集由 Boston 大区的每个人口普查地区的共 506 个观测值构成.

library(MASS) 
str(Boston)

506 个观测值 14 个变量



Moving to Higher Dimensions

Boston 住房数据集

• Boston 住房数据集由 Boston 大区的每个人口普查地区的共 506 个观测值构成.

head(Boston)

X1 : 人均犯罪率

X2 : 划作大型住宅用地的比例

X3 : 非零售业务占地的比例

X4 : Charles 河 (1 指河边，0 为其它)

X5 : 一氧化氮浓度

X6 : 每个住宅的平均房间数

X7 : 1940年之前建造的自住房的比例

X8 : 到波士顿五个就业中心的加权距离

X9 : 辐射状高速公路的可达性指数

X10 : 每一万美元的全额财产税税率

X11 : 生师比

X12 : 1000 (B − 0.63)2 I(B < 0.63)

其中 B是非裔美国人的比例

X14 : 自住房屋价格的中位数(单位: 1000美元)

X13 : 社会低层人口的百分比



Moving to Higher Dimensions

• 描述性统计

Boston 住房数据集

Boston_mean <- sapply(Boston, mean) 
Boston_median <- sapply(Boston, median) 
Boston_var <- sapply(Boston, var) 
Boston_sd <- sapply(Boston, sd) 
Boston_descriptive <- tibble(Mean = Boston_mean, Median = Boston_median, Variance = Boston_var,  
                                 Std = Boston_sd) 
Boston_descriptive



Moving to Higher Dimensions

• 样本协方差矩阵的无偏估计

Boston 住房数据集

S <- cov(Boston) 
round(S, digits = 2)



Moving to Higher Dimensions

• 样本相关矩阵

Boston 住房数据集

R <- cor(Boston) 
round(R, digits = 2)

变量  与其它变量的相关系数X14

↑
X13

↑
X6

↑
X11

↑
X10

X1 →
X2 →
X3 →
X4 →
X5 →
X6 →
X7 →
X8 →
X9 →
X10 →
X11 →
X12 →
X13 →
X14 →



Moving to Higher Dimensions

• 对假设 ， ，应用 Fisher 的  变换H0 : ρX14Xi
= 0 i = 1, 2, …, 13 Z

R_14 <- R[14, 1:13] 
W_14 <- 0.5 * log((1 + R_14) / (1 - R_14)) 
Z_14 <- W_14 / sqrt(1/(dim(Boston)[1]-3)) 
p_value <- 2 * pnorm(abs(Z_14), lower.tail = FALSE) 
p_value

W =
1
2

log ( 1 + rXY

1 − rXY )
E(W ) ≈

1
2

log ( 1 + ρXY

1 − ρXY ) , Var(W ) ≈
1

n − 3

拒绝H0 : ρX14Xi
= 0

‣ 相关系数与 Fisher 的  变换不适用二用

 

Z

X14 X4

Boston 住房数据集



Moving to Higher Dimensions

• 如果我们希望用变量  来解释价格  的变化，我们可以拟合下述线

性模型

X1, X2, …, X13 X14

Boston.lm <- lm(medv ~ ., data = Boston) 
summary(Boston.lm)

X14 = β0 +
13

∑
j=1

βjXj + ε

r2 = 0.7406 r2
adj = 0.7338

对  的影响不显著X14

Boston 住房数据集


