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Chapter 1

第 5 周作业

第 5 周作业截止时间： 2026年4月17日24:00

第 5 周作业完成时间： Friday 17th April, 2026 22:35

1. [2 分] 假设 X ∼ N2(µ , Σ)，其中

µ =

2

2

 , Σ =

1 0

0 1

 (1.1)

令

A = (1 , 1) , B = (1 , −1) (1.2)

证明 AX 与 BX 相互独立.

【证明】 由于 X ∼ N2(µ , Σ)，故AX

BX

 =

A

B

X =

1 1

1 −1

X

是 X 的线性变换，其仍服从二元正态分布. 计算其协方差：

Cov (AX , BX) = AΣ BT = (1 , 1)

1 0

0 1

 1

−1

 = 1× 1 + 1× (−1) = 0 .

对于联合正态分布的随机变量，协方差为零等价于相互独立，故 AX 与 BX 相互独立. □

2. 假设

X ∼ N2

1

2

 ,

2 1

1 2

 , (Y |X ) ∼ N2

 X1

X1 +X2

 ,

1 0

0 1

 (1.3)

(a) [2 分] 确定 Y2 |Y1 的分布.

【解】 记 C =

1 0

1 1

，则 Y |X ∼ N2 (CX , I2)，即 Y = CX + ε，其中 ε ∼ N2 (0 , I2) 且

1
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与 X 独立. 从而 Y 服从二元正态分布，其

E(Y ) = C E(X) =

1 0

1 1

1

2

 =

1

3

 ,

Var(Y ) = C Var(X)CT + I2 =

1 0

1 1

2 1

1 2

1 1

0 1

+ I2 =

2 3

3 6

+ I2 =

3 3

3 7

 .

即 Y ∼ N2

1

3

 ,

3 3

3 7

. 由二元正态的条件分布公式：

E (Y2 |Y1 ) = 3 +
3

3
(Y1 − 1) = Y1 + 2 ,

Var (Y2 |Y1 ) = 7− 32

3
= 4 .

故 Y2 |Y1 ∼ N1 (Y1 + 2 , 4).

(b) [2 分] 确定 W = X − Y 的分布.

【解】 W = X − Y = X − CX − ε = (I2 − C)X − ε，其中 I2 − C =

 0 0

−1 0

. 由于 X 与

ε 独立且均为正态，W 服从二元正态分布，且

E(W ) = E(X)− E(Y ) =

1

2

−

1

3

 =

 0

−1

 ,

Var(W ) = (I2 − C)Var(X) (I2 − C)T + I2

=

 0 0

−1 0

2 1

1 2

0 −1

0 0

+ I2 =

0 0

0 2

+ I2 =

1 0

0 3

 .

故 W ∼ N2

 0

−1

 ,

1 0

0 3

.

3. 假设 
X

Y

Z

 ∼ N3(µ , Σ) (1.4)
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若已知

Y |Z ∼ N1(−Z , 1) (1.5)

µ
Z|Y = −1

3
− 1

3
Y (1.6)

(X |Y , Z ) ∼ N1(2 + 2Y + 3Z , 1) (1.7)

(a) [2 分] 计算 µ 和 Σ.

【解】 记 µ = (µX , µY , µZ)
T，Σ = (σij).

由 Y |Z ∼ N1(−Z , 1)，由正态条件分布公式得

σY Z

σZZ

= −1 , µY +
σY Z

σZZ

(0− µZ) = 0 , σY Y − σ2
Y Z

σZZ

= 1 .

即 σY Z = −σZZ，µY = −µZ，σY Y − σZZ = 1.

由 µ
Z|Y = −1

3
− 1

3
Y，得

σY Z

σY Y

= −1

3
, µZ +

σY Z

σY Y

(0− µY ) = −1

3
.

即 σY Z = −σY Y /3，µZ + µY /3 = −1/3.

由 σY Z = −σZZ = −σY Y /3，得 σY Y = 3σZZ . 代入 σY Y − σZZ = 1：2σZZ = 1，故

σZZ =
1

2
, σY Y =

3

2
, σY Z = −1

2
.

结合 µY = −µZ 与 µZ + µY /3 = −1/3，得 µZ − µZ/3 = −1/3，即 µZ = −1/2，µY = 1/2.

由 (X |Y , Z ) ∼ N1(2 + 2Y + 3Z , 1)，设 (σXY , σXZ) = (a , b)，则

(a , b)Σ−1
(Y,Z) = (2 , 3) ,

其中 Σ(Y,Z) =

 3/2 −1/2

−1/2 1/2

，|Σ(Y,Z)| = 1/2，Σ−1
(Y,Z) =

1 1

1 3

. 故

(a , b) = (2 , 3)Σ(Y,Z) =
(
2 · 3

2
+ 3 · (−1

2
) , 2 · (− 1

2
) + 3 · 1

2

)
=

(
3
2
, 1

2

)
.

常数项：2 = µX − (2, 3)(µY , µZ)
T = µX − (1− 3/2) = µX + 1/2，得 µX = 3/2. 条件方差：

1 = σXX − (2, 3)(σXY , σXZ)
T = σXX − (2 · 3

2
+ 3 · 1

2
) = σXX − 9

2
, σXX =

11

2
.
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综上

µ =


3/2

1/2

−1/2

 , Σ =


11/2 3/2 1/2

3/2 3/2 −1/2

1/2 −1/2 1/2

 .

(b) [2 分] 确定 X |Y 的分布.

【解】

E(X |Y ) = µX +
σXY

σY Y

(Y − µY ) =
3

2
+

3/2

3/2

(
Y − 1

2

)
= 1 + Y ,

Var(X |Y ) = σXX − σ2
XY

σY Y

=
11

2
− (3/2)2

3/2
=

11

2
− 3

2
= 4 .

故 X |Y ∼ N1(1 + Y , 4).

(c) [2 分] 确定 X |Y + Z 的分布.

【解】 令 W = Y + Z. 由联合正态的线性性，(X,W )T 服从二元正态，且

E(W ) =
1

2
+

(
−1

2

)
= 0 ,

Var(W ) = σY Y + σZZ + 2σY Z =
3

2
+

1

2
− 1 = 1 ,

Cov(X,W ) = σXY + σXZ =
3

2
+

1

2
= 2 .

故

E(X |W ) =
3

2
+

2

1
(W − 0) =

3

2
+ 2(Y + Z) ,

Var(X |W ) =
11

2
− 22

1
=

3

2
.

即 X |Y + Z ∼ N1

(
3

2
+ 2(Y + Z) ,

3

2

)
.

4. 已知

Z ∼ N1(0 , 1) (1.8)

Y |Z ∼ N1(1 + Z , 1) (1.9)

(X |Y , Z ) ∼ N1(1− Y , 1) (1.10)

(a) [2 分] 确定


X

Y

Z

 的分布.

【解】 由条件分布的层级结构可知 (X , Y , Z)T 服从三元正态分布. 利用全期望、全方差公式
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计算：

E(Z) = 0 , Var(Z) = 1 ,

E(Y ) = E[E(Y |Z )] = E(1 + Z) = 1 ,

Var(Y ) = E[Var(Y |Z )] + Var[E(Y |Z )] = 1 + Var(1 + Z) = 1 + 1 = 2 ,

Cov(Y,Z) = Cov[E(Y |Z ), Z] = Cov(1 + Z,Z) = 1 ,

E(X) = E[E(X |Y, Z )] = E(1− Y ) = 0 ,

Var(X) = 1 + Var(1− Y ) = 1 + 2 = 3 ,

Cov(X,Y ) = Cov(1− Y, Y ) = −Var(Y ) = −2 ,

Cov(X,Z) = Cov(1− Y,Z) = −Cov(Y, Z) = −1 .

故 
X

Y

Z

 ∼ N3



0

1

0

 ,


3 −2 −1

−2 2 1

−1 1 1


 .

(b) [2 分] 确定 (Y |X , Z ) 的分布.

【解】 记 Σ(X,Z) =

 3 −1

−1 1

，|Σ(X,Z)| = 2，Σ−1
(X,Z) =

1

2

1 1

1 3

. 又 ΣY,(X,Z) = (−2 , 1)，

故

ΣY,(X,Z)Σ
−1
(X,Z) =

1

2
(−2, 1)

1 1

1 3

 =
1

2
(−1 , 1) =

(
−1

2
,
1

2

)
,

E(Y |X,Z ) = 1 +

(
−1

2
,
1

2

)X − 0

Z − 0

 = 1− X

2
+

Z

2
,

Var(Y |X,Z ) = 2−
(
−1

2
,
1

2

)−2

1

 = 2− 3

2
=

1

2
.

故 Y |X,Z ∼ N1

(
1− X

2
+

Z

2
,
1

2

)
.

(c) [2 分] 确定

 U

V

 =

 1 + Z

1− Y

 的分布.
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【解】 (U, V )T 是 (X,Y, Z)T 的仿射变换，故服从二元正态. 计算

E(U) = 1 + 0 = 1 , E(V ) = 1− 1 = 0 ,

Var(U) = Var(Z) = 1 , Var(V ) = Var(Y ) = 2 ,

Cov(U, V ) = Cov(Z,−Y ) = −1 .

故

U

V

 ∼ N2

1

0

 ,

 1 −1

−1 2

.

(d) [2 分] 计算 E (Y |U = 2).

【解】 由 U = 1 + Z，U = 2 等价于 Z = 1. 故

E(Y |U = 2) = E(Y |Z = 1) = 1 + Z
∣∣∣
Z=1

= 2 .

5. 已知

X ∼ N3



1

2

3

 ,


11 −6 2

−6 10 −4

2 −4 6


 (1.11)

(a) [2 分] 利用 X1 与 X2 的一个线性函数，求 X3 的最佳线性逼近.

【解】 最佳线性逼近即条件期望 E(X3 |X1, X2 ). 记

Σ(1,2) =

11 −6

−6 10

 , |Σ(1,2)| = 74 , Σ−1
(1,2) =

1

74

10 6

6 11

 , Σ3,(1,2) = (2 , −4) .

回归系数：

Σ3,(1,2)Σ
−1
(1,2) =

1

74
(2,−4)

10 6

6 11

 =
1

74
(−4 , −32) =

(
− 2

37
, −16

37

)
.

故

X̂3 = 3− 2

37
(X1 − 1)− 16

37
(X2 − 2) =

145− 2X1 − 16X2

37
.

(b) [2 分] 计算 X3 与 (X1 , X2) 的多重相关系数.

【解】 多重相关系数的平方为

R2 =
Σ3,(1,2)Σ

−1
(1,2)Σ(1,2),3

σ33

=
1

6
·
(
− 2

37
, −16

37

) 2

−4

 =
1

6
· −4 + 64

37
=

60

6 · 37
=

10

37
.

故 R3·12 =
√

10/37 ≈ 0.5199.
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(c) [2分]令 Z1 = X2−X3，Z2 = X2+X3，如果 (Z3 |Z1 , Z2 ) ∼ N1 (Z1 + Z2 , 10)，确定


Z1

Z2

Z3


的分布.

【解】 由线性变换，(Z1, Z2)
T 服从二元正态. 计算

E(Z1) = 2− 3 = −1 , E(Z2) = 2 + 3 = 5 ,

Var(Z1) = σ22 + σ33 − 2σ23 = 10 + 6− 2(−4) = 24 ,

Var(Z2) = σ22 + σ33 + 2σ23 = 10 + 6 + 2(−4) = 8 ,

Cov(Z1, Z2) = σ22 − σ33 = 10− 6 = 4 .

又由 Z3 |Z1, Z2 ∼ N1(Z1 + Z2 , 10)，可写 Z3 = Z1 + Z2 + ε，其中 ε ∼ N(0, 10) 与 (Z1, Z2) 独

立. 从而

E(Z3) = −1 + 5 = 4 ,

Var(Z3) = Var(Z1) + Var(Z2) + 2Cov(Z1, Z2) + 10 = 24 + 8 + 8 + 10 = 50 ,

Cov(Z3, Z1) = Var(Z1) + Cov(Z1, Z2) = 24 + 4 = 28 ,

Cov(Z3, Z2) = Cov(Z1, Z2) + Var(Z2) = 4 + 8 = 12 .

故 
Z1

Z2

Z3

 ∼ N3



−1

5

4

 ,


24 4 28

4 8 12

28 12 50


 .

6. 假设 (X , Y , Z)T 服从三维正态分布，且

(Y |Z ) ∼ N1(2Z , 24) (1.12)

(Z |X ) ∼ N1(2X + 3 , 14) (1.13)

X ∼ N1(1 , 4) (1.14)

ρ
XY

= 0.5 (1.15)

(a) [2 分] 确定 (X , Y , Z)T 的分布.

【解】 由题设 µX = 1，σXX = 4.
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由 Z |X ∼ N1(2X + 3 , 14)：

E(Z) = 2µX + 3 = 5 ,

Cov(X,Z) = 2σXX = 8 ,

Var(Z) = 14 + 4σXX = 14 + 16 = 30 .

由 Y |Z ∼ N1(2Z , 24)：

E(Y ) = 2E(Z) = 10 ,

Cov(Y,Z) = 2σZZ = 60 ,

Var(Y ) = 24 + 4σZZ = 24 + 120 = 144 .

由 ρ
XY

= 0.5：σXY = 0.5
√
4× 144 = 12. 综上
X

Y

Z

 ∼ N3




1

10

5

 ,


4 12 8

12 144 60

8 60 30


 .

(b) [2 分] 对于给定的 Z 值，计算 X 与 Y 的偏相关系数.

【解】 由公式

ρ
XY ·Z =

ρ
XY

− ρ
XZ

ρ
Y Z√

(1− ρ2
XZ

)(1− ρ2
Y Z

)
.

计算

ρ
XZ

=
8√

4× 30
=

4√
30

, ρ2
XZ

=
8

15
, 1− ρ2

XZ
=

7

15
,

ρ
Y Z

=
60√

144× 30
=

5√
30

, ρ2
Y Z

=
5

6
, 1− ρ2

Y Z
=

1

6
,

ρ
XZ

ρ
Y Z

=
20

30
=

2

3
, ρ

XY
− ρ

XZ
ρ

Y Z
=

1

2
− 2

3
= −1

6
.

故

ρ
XY ·Z =

−1/6√
(7/15)(1/6)

= −1

6

√
90

7
= −

√
5

14
= −

√
70

14
≈ −0.5976 .

(c) [2 分] 你认为利用 Y 和 Z 的一个线性函数逼近 X 是否合理?

【解】 由于 (X,Y, Z)T 服从联合正态分布，X 关于 (Y, Z) 的条件期望 E(X |Y,Z ) 本身就是

(Y,Z) 的线性函数，因此用线性函数逼近 X 在均方误差意义下是最优的. 计算 X 与 (Y,Z) 的

多重相关系数：

Σ(Y,Z) =

144 60

60 30

 , |Σ(Y,Z)| = 720 , Σ−1
(Y,Z) =

1

720

 30 −60

−60 144

 .
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ΣX,(Y,Z)Σ
−1
(Y,Z) =

1

720
(12, 8)

 30 −60

−60 144

 =
1

720
(−120 , 432) =

(
−1

6
,
3

5

)
,

R2
X·(Y,Z) =

1

4

(
−1

6
,
3

5

)12

8

 =
1

4

(
−2 +

24

5

)
=

14/5

4
=

7

10
.

R ≈ 0.837，说明 (Y, Z) 能解释 X 约 70% 的方差，线性逼近

X̂ = 1− 1

6
(Y − 10) +

3

5
(Z − 5) = −1

3
− Y

6
+

3Z

5

的效果较好，合理.

7. 设

X ∼ N4




1

2

3

4

 ,


4 1 2 4

1 4 2 1

2 2 16 1

4 1 1 9



 (1.16)

(a) [2 分] 给出用 (X1 , X4) 的一个函数对 X2 的最佳线性逼近，并解释逼近的效果.

【解】

Σ(1,4) =

4 4

4 9

 , |Σ(1,4)| = 20 , Σ−1
(1,4) =

1

20

 9 −4

−4 4

 , Σ2,(1,4) = (1, 1) .

回归系数：

Σ2,(1,4)Σ
−1
(1,4) =

1

20
(1, 1)

 9 −4

−4 4

 =
1

20
(5 , 0) =

(
1

4
, 0

)
.

故最佳线性逼近为

X̂2 = 2 +
1

4
(X1 − 1) + 0 · (X4 − 4) =

7

4
+

1

4
X1 .

即有效变量只有 X1. 多重相关系数的平方为

R2 =
1

σ22

(
1

4
, 0

)1

1

 =
1/4

4
=

1

16
= 0.0625 , R ≈ 0.25 .

条件方差为 Var(X2 |X1, X4 ) = 4− 1/4 = 15/4 = 3.75. 相对 σ22 = 4 仅下降 6.25%，逼近效果

较差，说明 (X1, X4) 对 X2 的解释能力很弱.

(b) [2 分] 给出用 (X1 , X3 , X4) 的一个函数对 X2 的最佳线性逼近，与 (a) 的结果进行对比.

【解】

Σ(1,3,4) =


4 2 4

2 16 1

4 1 9

 , Σ2,(1,3,4) = (1, 2, 1) .
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设 v = (v1, v2, v3)
T = Σ−1

(1,3,4)(1, 2, 1)
T，即求解


4v1 + 2v2 + 4v3 = 1

2v1 + 16v2 + v3 = 2

4v1 + v2 + 9v3 = 1

计算 |Σ(1,3,4)| = 4(144− 1)− 2(18− 4) + 4(2− 64) = 572− 28− 248 = 296. 由 Cramer 法则：

v1 =
1

296
det


1 2 4

2 16 1

1 1 9

 =
143− 34− 56

296
=

53

296
,

v2 =
1

296
det


4 1 4

2 2 1

4 1 9

 =
68− 14− 24

296
=

30

296
=

15

148
,

v3 =
1

296
det


4 2 1

2 16 2

4 1 1

 =
56 + 12− 62

296
=

6

296
=

3

148
.

故最佳线性逼近为

X̂2 = 2 +
53

296
(X1 − 1) +

30

296
(X3 − 3) +

6

296
(X4 − 4) =

425 + 53X1 + 30X3 + 6X4

296
.

多重相关系数的平方为

R2 =
1

4
(1, 2, 1)v =

1

4
· 53 + 60 + 6

296
=

119

1184
≈ 0.1005 , R ≈ 0.317 .

条件方差为 Var(X2 |X1, X3, X4 ) = 4− 119/296 = 1065/296 ≈ 3.598.

对比：相比 (a)，加入 X3 后 R2 从 1/16 ≈ 0.0625 提升至 ≈ 0.1005，解释能力有所改进，但整

体 R2 仍较小，说明 (X1, X3, X4) 联合对 X2 的线性逼近效果仍然较差，X2 大部分变异无法由

其余变量的线性组合解释.
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