
第一节 可测函数及其性质
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+∞ 是全体有限实数的上确界, −∞ 是全体有限实数的下确界：−∞ <

 < +∞(a 为任何有限实数)．关于含 ±∞ 的实数运算作如下规定：对
于任何有限实数 ,  + (±∞) = (±∞) +  = ±∞,

(±∞) + (±∞) = (±∞), 

±∞ = 0;

对任何有限实数  > 0,

(±∞) = (±∞), (+∞)(+∞) = (−∞)(−∞) = +∞; 0 · (±∞) = 0.

反之, (+∞) + (−∞), +∞(±∞) ,0 ,±∞0 , 都认为是无意义的．

今后凡提到函数都指定义在Rn 中某点集上的实函数, 且允许它以 +∞

或 −∞ 为函数值．±∞ 也称为非真正的实数, 通常的实数则称为有限实

数．函数值都是有限实数的函数称为有限函数．
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设 ,b ∈ R. ƒ 是定义在 E ⊂ Rn 上的实函数, 记 E[ƒ > ] ¬ {| ∈
E, ƒ () > }, E[ < ƒ ¶ b] ¬ {| ∈ E,  < ƒ () ¶ b} 等等.

定义 1 设 ƒ () 是定义在可测集 E ⊂ Rn 的实函数. 如果对于任何有限

实数 , E[ƒ > ] 都是可测集, 则称 ƒ () 为定义在 E 上的可测函数．

定理 1设 ƒ () 是定义在可测集 E 上的实函数, 下列任一条件都是 ƒ ()

在 E 上可测的充要条件：

(1) 对任何有限实数 , E[ƒ ≥ ] 都可测；
(2) 对任何有限实数  E[ƒ < ] 都可测；

(3) 对任何有限实数 , E[ƒ ≤ ] 都可测；
(4)对任何有限实数 , b( < b), E[ ≤ ƒ < b] 都可测 (但充分性要求

|ƒ ()| <∞).
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推论设 ƒ ()在 E上可测,则 E[ƒ = ] 总可测,不论 是有限实数 ±∞．
例 1 区间 [,b] 上的连续函数及单调函数都是可测函数．

定义 2 定义在 E ⊂ Rn 上的实函数 ƒ () 称为在 0 ∈ E 连续, 如

果 y0 = ƒ (0) 有限, 且对 y0 的任一邻域 V(y0), 存在 0 的某邻域

U(0), 使得 ƒ (U
⋂
E) ⊂ V, 即只要  ∈ E 且  ∈ U(0) 时, 便有

ƒ () ∈ V(y0)．若 ƒ () 在 E 中每点都连续, 则称 ƒ () 在 E 上连续．

定理 2 可测集 E ⊂ Rn 上的连续函数是可测函数．

存在不可测函数. 例如取 [0,1] 中不可测集 E, 定义

ƒ () =

(
1,  ∈ E
0,  ∈ [0,1] \ E ,

则 ƒ () 不是 [0,1] 上的可测函数.
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定理 3 (1) 设 ƒ () 是可测集 E 上的可测函数, 而 E1 ⊂ E 为 E 的可测

子集, 则 ƒ () 看作定义在 E1 上的函数时, 它是 E1 上的可测函数；

(2) 设 ƒ () 定义在有限个可测集 E( = 1,2, · · · , s) 的并集 E =
s∪

=1
E

上, 且 ƒ () 在每个 E 上都可测, 则 ƒ () 在 E 上也可测．

证明 (1) 对于任何有限数 , E1[ƒ > ] = E1
⋂
E[ƒ > ]. 由假设等

式右边是可测集．

(2)E 是可测集而且对于任何有限数 , 有

E[ƒ > ] =
s∪

=1
E[ƒ > ].

由假设等式右边也是可测集．证毕．�
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引理 设 ƒ () 与 g() 为 E 上的可测函数, 则 E[ƒ > g] 与 E[ƒ ≥ g] 都
是可测集．

定理 4设 ƒ (), g() 在 E 上可测, 则下列函数皆在 E 上可测：

(1)．ƒ () + g()；(2)|ƒ ()|；(3) 1
ƒ ()；(4)ƒ () · g()．

定理 5. 设 {ƒn()} 是 E 上一列 (或有限个) 可测函数, 则

μ() = inf
n
ƒn(), λ() = sp

n
ƒn() 都在 E 上可测.

定理 6. 设 {ƒn()} 是 E 上一列可测函数, 则

F() = lim
n→∞

ƒn(), G() = lim
n→∞ ƒn() 在 E 上可测．

当 ƒ () = limn ƒn() 存在时，也在 E 上可测．
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设 ƒ () 是定义在 E 上的实函数．令

ƒ+() =mx{ƒ (),0} =

¨
ƒ (), 当ƒ () ¾ 0,

0, 当ƒ () ¶ 0.

ƒ−() =mx{−ƒ (),0} =
¨−ƒ (), 当ƒ () ¶ 0,

0, 当ƒ () ¾ 0.
则 ƒ+() 和 ƒ−() 都是 E 上非负函数, 分别称为 ƒ () 的正部和负部．

由定义, 有 ƒ () = ƒ+() − ƒ−(), |ƒ ()| = ƒ+() + ƒ−().

进而知 ƒ () 是 E 上可测函数当且仅当 ƒ+(), ƒ−() 是 E 上可测函数．
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定义 3设 ƒ ()的定义域 E分为有限个互不相交的可测集 E1,E2, · · · ,Es
的并，即 E =

s∪
=1

E,如果 ƒ () 在每个 E 上都等于某常数 c,则称 ƒ ()

为简单函数．通常 ƒ 可表示为 ƒ () =
∑n

=1 cχE(). 其中

χE() =

¨
1,  ∈ E
0,  /∈ E

为 E 的特征函数.

例如, 在区间 [0,1] 上的狄利克雷 (Dirichlet) 函数

D() =

¨
1, 为有理数;
0, 为无理数

便是一简单函数．因此 Dirichlet 函数是可测的非连续函数.
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由于简单函数都是可测函数, 因此由定理 6 的推论 7 可知：E 上一列简

单函数 ϕn() 的极限函数 ƒ () = lim
n
ϕn() 也是 E 上的可测函数．反

之有

定理 7. (可测函数与简单函数的关系)

(1) 设 ƒ () 在 E 上非负可测, 则存在一列非负简单函数 {ϕn()} 满足

ϕn() ≤ ϕn+1(), 且 ƒ () = lim
n
ϕn()；

(2)设 ƒ () 在 E 上可测, 则存在一列简单函数 {ϕn()}, 使得对任意的

 ∈ E, ƒ () = lim
n→∞ϕn(). 若 ƒ 在 E 上有界,则上述收敛可以是一致的.

结论： 函数 ƒ () 在 E 上可测的充要条件是 ƒ () 总可表示为一列简单

函数 {ϕn()} 的极限函数, 其中 |ϕ1()| ¶ |ϕ2()| ¶ · · · .
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定义 4 设 π 是一个与集合 E 的点  有关的命题，若存在 E 的子集 M，

适合 mM = 0，使得 π 在 E−M 上恒成立，也即 E \E[π 成立] 是零测

度集，则我们称 π 在 E 上几乎处处成立，或说 π 于 Ea.e. 成立．

例 2 | tn()| < ∞ a.e. 于 R；[0,1] 上的狄利克雷函数 D() = 0

a.e. 于 [0,1]．

注记： 若 π1 a.e. 于 E 且 π2 a.e. 于 E，则 π1 且 π2 a.e. 于 E.

例 3 设 ƒ () = g()a.e. 于 E，且 g() = h() a.e. 于 E，则

ƒ () = h() a.e. 于 E.
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作业

P65 习题 1，2，3，4
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