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例 (康托尔集) 先给出康托集的构造:

区间 [0, 1] 三等分, 去掉中间的开区间 (1)1 = (13 , 2
3 ); 将剩下两个闭

区间 [0, 1
3 ], [

2
3 , 1] 分别再三等分．再去掉中问的两个开区间 (2)1 =

(19 , 2
9 ), (2)2 = (79 , 8

9 ); 如此一直下去, 当三等分进行到第 n 次时, 一

共去掉 2n−1 个开区间 (n)1 = ( 13n , 2
3n ), 

(n)
2 = ( 73n , 8

3n ), · · · , (n)2n−1 =

(3
n−2
3n , 3n−1

3n ); 剩下 2n 个长度是 3−n 的互相隔离的闭区间, 而在第

n+1 次时, 再将这 2n 个闭区间各三等分, 并去掉中间的一个开区间, 如

此继续下去, 就从 [0,1] 去掉了可数个互不相交 (而且没有公共端点) 的

开区间．因此由 §4 定理 2, 剩下的必是一个闭集 (它至少包含各邻接区

间的端点及其聚点), 称之为康托尔集, 记为 P．于是

P = [0,1] \
∞⋃
n=1

2n−1⋃
k=1

(n)k .
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让我们来考察这个闭集 P 的性质．

1.P 是完备集.

由于 P 的邻接区问的作法, 它们任何两个之间根本不存在一公共端点,

因此 P 是完备集．

2.P 没有内点.

事实上, 在 P 的作法中讲过," 去掉" 手续进行到第 n 次为止时, 剩下 2n

个长度是 3−n 的互相隔离的闭区间, 因此任何一点  ∈ P 必含在这 2n

个闭区间的某一个里面．从而在 0 的任一邻域 U(0,3−n) 内至少有一
点不属于 P, 但 3−n → 0(n→∞), 故 0 不可能是 P 的内点．
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定义 设 E ⊂ Rn, 如果具有以下性质：空间任一邻域内至少包含某点的

一个邻域, 其中不含 E 的点, 则称 E 为 疏朗集合, 或无处稠密集合

E 是疏朗集合的特征是 E 没有内点．因此 P 是一个疏朗集合．

3.P 的测度为 0.

由于 [0,1] \ P 是可数个互不相交的开区间, 第 n 次去掉的 2n−1

个长度为 1
3n 区间, 因此 [0,1] \ P 中互不相交的开区间的长度之和为

∞∑
n=1

2n−1
3n = 1,若 P有长度,其长度只能为 0.在下一章,我们将定义非区

间的点集的长度为测度, 因此 P 的测度为零.
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4.P 的基数为 c

若把 [0, 1] 中的数用三进制小数表示, 第一次去掉的区间 (13 , 23 ) 中

每个数的第一位小数都是 1, 第二次去掉的两个区间中的每个数的第二

位小数都是 1. 依此类推, 第 n 次去掉的 2n−1 个长度为 1
3n 的区间中

的数的第 n 位小数是 1, 因此所有每位小数可以仅用 0 或 2 表示的

数（即 P 中的点）是永远不会去掉的. 定义映射 ϕ : [0,1] 7→ P, 对

 ∈ [0,1], =
∞∑
n=1

n
2n 令 ϕ() =

∞∑
n=1

bn
3n . 其中 bn =

(
0, n = 0

2, n = 1
由

以上分析 ϕ() ∈ P, 且易知 ϕ 是单射. 因此 P ≥ c. 又 P ⊂ [0,1], 又有

P ≤ c, 因此 P = c.

综上所述, 康托尔三分集是一个测度为零且基数为 c 的疏朗完备集.
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作业:

P36 习题 11
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