
第四节 不可测集
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对任一实数 , 作 R → R 的映射 τα :  →  + α. 经过平移 α 后所得

的集记为 ταE = { + α| ∈ E}.
定理 对任何集 E ⊂ R, 具有 m∗(E) =m∗(ταE), 且当 E 为 L 可测时,

ταE 也为 L 可测的.

定理说明, 集 E ⊂ R 经过平移后, 它的外测度不变, 而 L 可测集经过平

移后仍为 L 可测集 (当然它的测度也不变). 这个性质称为Lebesgue 测

度的平移不变性.

用类似的方法还可以证明Lebesgue 测度的反射不变性, 就是说, 如果

记 τ 是 R→ R 的如下映射 τα : → −, τE = {−| ∈ E}, 那么对

任何 L 可测集 E, mE =m(τE).
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下面利用测度的平移不变性作一个不可测集.

想法: 在直线上造一个集 Z, 对于 Z, 可取一列数 r1, r2, · · · , rn, · · · , 使
得 Z 经平移 τrn 后得到的集 Zn = τrnZ 有下面的性质:

(1).
∞⋃
n=1

Zn 包含一个区间(例如
∞⋃
n=1

Zn ⊃ [0,1]);

(2). Zn 是一列互不相交的集, 而且
∞⋃
n=1

Zn 是有界集(例如
∞⋃
n=1

Zn ⊂
[−1,2]).

如果 Z 具有这样两条性质, 那么 Z 就一定不是 L 可测集.
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现在我们具体地构造这样的集 Z.

将 [0,1]中的所有数依下法分类: 两数 ξ,η当且仅当 ξ− η是有理数时,
称 ξ 与 η 属于同一类. 可以证明不同的两类 E(ξ) 和 E(η) 是不相交的.

把 [0,1] 区间分解成一族两两不交的集的并集, 在每类 (集) 中选取且只

选取一个代表数组成一个集 Z. 换句话说, 对任何 ξ ∈ [0,1],E(ξ)
⋂
Z

是一个单元素集合.

下证 Z是不可测集. 事实上,把 [0,1]中的全体有理数排成一列 r1, r2, · · · ,
并记 Zn = τrnZ. 可以证明 Zn 具有前面说的性质 (1) 和 (2).

(1). [0,1] ⊂ ∞⋃
n=1

Zn;

(2). Zn 这一列集是两两不相交的, 且
∞⋃
n=1

Zn ⊂ [−1,2].
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注意: 如果我们不是从闭区间 [0,1] 出发, 而是从任何一个具有正测度

的集 E出发,施行同样的手续,那么就知道 E中存在不可测的子集 Z.因

此, 凡具有正测度的集必含有不可测的子集.

能否给出另一种测度, 使得对于 R 中的任何子集都有测度可言, 即任何

子集都可测? 答案是否定的.

然而如果退一步, 只要求有限可加, 那么在 R1 和 R2 存在着巴拿赫

(Banach) 测度, 使得任何子集都可测. 这就是 1923 年 Banach 证明:

在 R1 和 R2 上, 存在着正则的 (即 [0,1]的测度是 1)、有限可加的、对

运动不变的测度, 使得任何子集均可测.

第三章 测度论 Â 不可测集 Í 30/31 Ï



作业:

P36 习题 16
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