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定理 1 (1) 凡外测度为零之集皆可测, 称为零测度集.

(2) 零测度集之任何子集仍为零测度集.

(3) 有限个或可数个零测度集之和集仍为零测度集.

定理 2. 区间 (不论开、闭或半开半闭区间)都是可测集合,且m = ||.
定理 3 凡开集、闭集皆可测.

定义 1 设 Ω 为 Rn 中某些集合所成的非空集族. 如果

(1) ∅ ∈ Ω; (2) 若 E ∈ Ω, 则 Ec ∈ Ω; (3) 若 Ek ∈ Ω, 则
∞⋃
k=1

Ek ∈ Ω
则称 Ω 为 Rn 上的一个σ 代数.

由 (1) 和 (2) 可知 Rn ∈ Ω.
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注记 1. σ 代数对于可数并及作差运算是封闭的, 由德摩根公式知, 对可

数交及取余集运算也是封闭的,

注记 2. 由上节及本节定理 2 讨论可知, Rn 中可测集全体所成的集合类

M 是一 σ 代数.

注记 3. 由 σ 代数定义易知: 如果 {Ωα} 是 Rn 上一族 σ 代数, 则它们

的交集
⋂
Ωα 也是 Rn 上的 σ 代数.

定义 2 设  是 Rn 中某些集合所组成的集族. 称 Rn 上所有包含  的

σ 代数的交集为由  生成的 σ 代数.

定义 3 由 Rn 中所有开集所生成的 σ 代数记为 B 称为博雷尔 (Borel)

代数, 并称 Borel 代数 B 中的集合为Borel 集.
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例子: (1) 空集肯定是 Borel 集；(2) 开集一定是 Borel 集；

(3) 开集的余集 (闭集)、任意个开集的并集、可数个开集的交集、任意

个闭集的交集、可数个闭集的并集, 都是 Borel 集.

定理 4 凡 Borel 集都是 Lebesgue 可测集.

定义 4 若 G 可表为一列开集 {G} 之交 G =
∞∩
=1

G, 称 G 为Gδ 型集.

设集合 F 可表为一列闭集 {F} 之和集: F =
∞∪
=1

F, 则 F 称为Fσ 型集.

显然 Gδ 型集及 Fσ 型集都是 Borel 集.

根据 Borel 集的定义, Borel 集全体已构成一个 σ 代数. 但是可以证明,

并非每个 L 可测集都是 Borel 集.
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定理 5 设 E 是任一可测集, 则一定存在 Gδ 型集 G, 使 G ⊃ E, 且

m(G − E) = 0.

证明 (1)先证: 对任意 ϵ > 0,存在开集 G,使 G ⊃ E,且m(G−E) < ϵ.

(2) 依次取 ϵn =
1

n
,n = 1,2, · · · , 由证明中的 (1) 存在开集 Gn ⊃ E, 使

m(Gn − E) < 1

n
令 G =

∞⋂
n=1

Gn, 则 G 为 Gδ 型集, G ⊃ E, 且

m(G − E) ≤m(Gn − E) < 1

n
,n = 1,2, · · · .

故 m(G − E) = 0. �
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定理 6 设 E 是任一可测集, 则一定存在 Fσ 型集 F, 使 F ⊂ E, 且

m(E − F) = 0.

证明 因 Ec 也可测,由定理 5存在 Gδ 型集 G ⊃ Ec,使m(G−Ec) = 0.

令 F = Gc, 则 F 为 Fσ 型集, F ⊂ E, 且
m(E − F) =m(E − Gc) =m(G − Ec) = 0.

证毕. �

定理 7. 设 E 是一个可测集, 则

(1)mE = inf{mG : E ⊂ G, G是开集}(外正规性);

(2)mE = sp{mK : K ⊂ E, K是紧集}(内正规性).
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定理 8 . 设 E ⊂ Rn, m∗E <∞ . 若

inf{mG : E ⊂ G, G是开集} = sp{mK : K ⊂ E, K 是紧集}.

则 E 可测.

证明 设 inf{mG : E ⊂ G,G开集} = sp{mK : K ⊂ E,K紧集} = .

对于任意的正整数 n, 存在开集 Gn 和紧集 Kn, 使得 Kn ⊂ E ⊂ Gn, 且

mGn < + 1
2n , mKn > − 1

2n ,故有 m(Gn− Kn) < 1
n .取 K =

∞⋃
n=1

Kn,

则 K 是 Fσ 集,

m(E − K) ¶m(Gn − Kn) < 1

n
,

对所有的正整数成立, 因此 m(E − K) = 0 . 故 E 是可测集.�
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推论. 设 E ⊂ Rn. 则 E 是 Lebesgue 可测集的充分必要条件是存在两

列可测集 {An}和 {Bn},使得 An ⊂ E ⊂ Bn,且 lim
n→∞m(Bn−An) = 0.

例 1设 E ⊂ Rp．若对任意 ϵ > 0,存在开集 G ⊃ E,使 m∗(G− E) < ϵ,

则 E 是可测集．

证明 对任何正整数 n, 由条件存在开集 Gn ⊃ E, 使 m∗(Gn − E) < 1
n .

令 G =
∞⋂
n=1

Gn, 则 G 是可测集, 又因

m∗(G − E) ≤m∗(Gn − E) < 1

n
对一切正整数 n 成立, 因而 m∗(G − E) = 0, 即 M = G − E 是一零测
度集, 故也可测．由 E = G − (G − E) 知 E 可测．证毕．�

把一集合分解成一零测度集与一已知可测集的并或差来证明该集合可测

是一种常用的技巧．
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例 2 设 E ⊂ Rp, 求证存在 Gδ 型集 G ⊂ Rp, 使得 E ⊂ G 且 mG =

m∗E．

证明 不妨设 m∗E < +∞(否则令 G = Rp 即可)．对任意的正整数

n, 由外测度定义, 存在开集 Gn(一列开区间的并), 使得 E ⊂ Gn, 且

mGn <m∗E+ 1
n . 令 G =
⋂∞
n=1Gn, 则 E ⊂ G 且 G 为 Gδ 型集．由对

任何正整数 n 有

m∗E ≤mG <m∗E +
1

n
,

令 n→∞ 即得 mG =m∗E．证毕．�

例 2 中的 Gδ 型集 G 称为 E 的可测包．利用可测包可把还未知是否可

测的集合的测度问题转化为可测集的测度问题, 以便利用可测集的一系

列性质．
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作业:

P52 习题 8, 9, 10, 11
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