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是不是无限集合全都是可数集合呢? 答案是否定的.

定义： 不是可数集合的无限集合我们称为不可数集合.

定理 l. 全体实数所成之集合 R 是一个不可数集合.

推论 1. 若用 c 表示全体实数所成集合 R 的基数, 用  表示全体正整数

所成集合 N 的基数. 则 c > .

以后称 c 为连续基数. (c 有时记为 ℵ). 此符号称为阿列夫, 是希伯来字

母)

定理 2. 任意区间 (,b), [,b), (,b], (0,∞), [0,∞) 均具有连续基数

c. (这里  < b)
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定理 3. 设 A1,A2, · · · ,An, · · · 是一列互不相交的集合, 它们的基数都是

c, 则
⋃∞
n=1 An 的基数也是 c.

定理 4. 设若有一列集合 {An
��n ∈ Z+},

=
An = c,n = 1,2, . . . , 而 A =∏∞

n=1 An, 则
=
A = c. 换句话说就是, 实数列全体 E∞ 的基数是 c.

设 n 是一个正整数, 称由 n 个实数 1,2, · · · ,n 按确定的次序排成的
数组 (1,2 · · · ,n) 的全体称为n 维欧几里得空间, 记为 Rn, 每个组

(1,2 · · · ,n) 称为欧几里得空间的点, 又  称为点 (1,2 · · · ,n)
的第  个坐标.
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定理 5. n 维欧几里得空间 Rn 的基数为 c.

推论 2. 设有一列集合 {Bn : n ∈ Z+},Bn = {0,1}, 而 B =
∞∏
n=1

Bn, 则

B = c.

证明 由于 B ⊂ E∞, 因此 B ¶ c.

任取  ∈ (0,1), 用正规的二进位小数表示 , 即  = 0.12 · · ·n · · · ,
其中 n = 0,1, n = 1,2, · · · .
定义

ϕ : (0,1) 7→ B, ϕ() = (1,2, · · · ,n, · · · ).
显然 ϕ 是单射, 于是 B ¾ c, 由伯恩斯坦定理, B = c. �

第一章 集合 Â 不可数集合 Í 56/62 Ï



推论 3 设有 c 个 (c 表示连续基数) 集的并集, 若每个集的基数都是 c,

则其和集的基数也是 c.

证明： 对于每一个被加的集与平面 oy 上平行于 o 轴的直线上点的

集做成一一对应, 也就得到所述的并与平面 oy 上点的集做成了一对一

的对应.

定理 6.设 M 是任意的一个集合, 把它的所有子集作成新的集合记为 μ,

则 μ > M.

定理 6 告诉我们没有一个最大的基数, 从而无限集合的不同基数也有无

限之多.

设集合 A 的基数为 α, 我们记 A 的子集的全体所成的集族的基数为 2α.

定理 6 告诉我们 2α > α.
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例. 2 = c.

证明 令 N 为全体正整数所成的集合. 分别记 N 的所有子集、所有有

限子集、所有无限子集所成的集族为 A,A0 和 A∞, 则 A = A0
⋃
A∞,

A0
⋃
A∞ = ∅.

对于任意的 B ∈ A∞, 令 ϕ(B) =
∑
k∈B

1
2k
(实际上这是二进位表示), 那么

ϕ 是一个从 A∞ 到 (0,1] 上的一一对应. 故 A∞ = c. 下证 A0 = .

事实上, 令 ψ : n → {n},n ∈ N, 则 N 对等于 A0 的一个子集, 因

此 A0 ¾ , 另一方面, 对任意的 C = {n1,n2, · · · ,nk} ∈ A0, 再令

λ : C → 0.n1n2 · · ·nk, 则 A0 对等于 Q 的一个子集, 故 A0 ¶ . 从而
A0 = . 因此 A = c. 即 2 = c. 证毕. �
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设 A 和 B 为两个集合, 如果存在一个从 A 到 B 中的一对一对应, 则

A ¶ B；如果存在一个从 A 到 B 上的对应, 则 A ¾ B.

例. 设 A,B 为两个集合, 如果 A
⋃
B = c, 则 A = c 或 B = c.

证明 由于 R2 = c, 所以, 我们不妨设 A
⋃
B = R2. 显然

A ¶ c, B ¶ c.

令 A∗ = { ∈ R|存在y ∈ R,使(,y) ∈ A}, B∗ = {y ∈ R|存在 ∈
R,使(,y) ∈ B}. 显然 A∗ ⊂ R, B∗ ⊂ R, 这里 R 为全体实数所成之

集. 如果 A < c, 且 B < c, 则 A∗ 6= R 且 B∗ 6= R. 取 ξ ∈ R \ A∗,η ∈
R \ B∗, 则 (ξ,η) ∈ R2 = A

⋃
B. 另一方面, (ξ,η) /∈ A 且 (ξ,η) /∈ B,

故 (ξ,η) /∈ A⋃B. 矛盾. �
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由于可数集中元素比连续基数集中元素少得多, 我们通常尽可能地用可

数集合交, 并运算代替不可数集合的交、并运算.

例 1. 设 ƒ () 是定义在点集 E 上的函数, 则

{ : ƒ () = 0} =
⋂
ϵ∈R+

{ : |ƒ ()| < ϵ} =
∞⋂
n=1

{ : |ƒ ()| < 1

n
}.

同理

{ : ƒ () 6= 0} =
⋃
ϵ∈R+

{ : |ƒ ()| ¾ ϵ} =
∞⋃
n=1

{ : |ƒ ()| ¾ 1

n
}.
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例 2.设 {ƒn()} 是定义在点集 E 上的函数列, 则

{
�� lim
n→∞ ƒn() = 0} =

⋂
ϵ∈R+

∞⋃
N=1

∞⋂
n=N

{
�� |ƒn()| < ϵ},

{
�� lim
n→∞ ƒn() 6= 0或不存在} =

⋃
ϵ∈R+

∞⋂
N=1

∞⋃
n=N

{
�� |ƒn()| ¾ ϵ}

分别可写成

{
�� lim
n→∞ ƒn() = 0} =

∞⋂
k=1

∞⋃
N=1

∞⋂
n=N

{
�� |ƒn()| < 1

k
},

{
�� lim
n→∞ ƒn() 6= 0或不存在} =

∞⋃
k=1

∞⋂
N=1

∞⋃
n=N

{
�� |ƒn()| ¾ 1

k
}
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作业：

习题 18(1)(3), 20.
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