
第四节 可数集合
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定义 1 : 与全体正整数所成集合 Z+ 对等的集合称为可数集 (或可列集).

集合 A 是可数集合的充要条件为: A 可以排成一个无穷序列:

1,2,3, · · · ,n, · · · .
定理 1: 任何无限集合都至少包含一个可数子集.

这定理说明: 可数集在所有无限集中有最小的基数.

定理 2 : 可数集合的任何无限子集必为可数集合, 从而可数集合的任何

子集或者是有限集或者是可数集. （或称为可数集合的任何子集是至多

可列集）.
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定理 3: 设 A 为可数集, B 为有限或可数集, 则 A
⋃
B 为可数集.

推论: 设 A , ( = 1,2, · · · ,n) 是有限集或可数集, 则
n⋃
=1

A 也是有限集

或可数集, 但如果至少有一个是可数集, 则
n⋃
=1

A 必为可数集.

定理 4: 设 A ( = 1,2,3, · · · ) 都是可数集, 则 ∞⋃
=1

A 也是可数集.

今后我们用  或 ℵ0(读作阿列夫零) 表示可数集的基数.

定理 3 的推论和定理 4 分别可简写为

n ·  =  +  + · · · + ︸ ︷︷ ︸
n个

= ,

2 =  +  + · · · +  + · · ·︸ ︷︷ ︸
可数个

= .
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定理 5: 有理数全体成一可数集

推论: (0, 1) 与 [0, 1] 对等.

(0,1) ∼ [0,1] ∼ (,b) ∼ [,b] ∼ [0,∞) ∼ (−∞,0] ∼ (−∞,∞).

一般地, 就是对任意的区间 (,b)(无论是开是闭) 均对等. (这里  < b)

例 1. 设集合 A 中元素都是直线上的开区间, 满足条件 若开区间 K, J ∈
A 若 K 6= J, 则 K

⋂
J = ∅. 证明 A 是可数集或有限集.
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定理 6: 设 A 是可数集,  = 1,2, ...,n, 则 A = A1 × A2 × · · · × An 是
可数集.

例 2: 平面上坐标为有理数的点的全体所成的集合为一可数集.

例 3: 元素 (n1,n2, . . . ,nk) 是由 k 个正整数组成的, 其全体成一可数

集.

例 4: 整系数多项式 0n + 1n−1 + · · ·+ n−1+ n 的全体是一可
数集.

定理 7: 代数数的全体成一可数集. (所谓代数数, 是整系数多项式的根)
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例 5.设 A 是一个无限集合, 则必有 A∗ ⊂ A, 使 A∗ ∼ A, 且 A \ A∗ 可
数.

证明: 由于 A 是一个无穷集合, 所以含有一个可数子集 B. 设 B =

{1,2,3, · · ·}. 令 B1 = {1,3,5, · · ·}, B2 = {2,4,6, · · ·},

则 B = B1 ∪ B2, B1 ∩ B2 = ∅ 且 B1,B2 均为可数集. 令

P = A \ B,A∗ = B2 ∪ P,

则 A = B
⋃
P 且 A \ A∗ = B1 是可数集. 又因 B2 也是可数集, 所以

B ∼ B2. 由于 P ∩ B2 = ∅,P ∩ B = ∅, 所以 A∗ = B2 ∪ P ∼ A = B ∪ P.
利用无限集具有可数子集及可数集性质证明集合对等是一种常用的技

巧.
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作业：

P21 习题 16, 17.
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