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2.4 次序统计量的分布

若X1, X2, . . . , Xn i.i.d. ∼ F，将其按大小排列

为X(1) ≤ X(2) ≤ · · · ≤ X(n)，则称(X(1), X(2), · · · , X(n))为样

本(X1, X2, . . . , Xn)的次次次序序序统统统计计计量量量。

它的任何一部分，如X(i)和(X(i), X(j)) (1 ≤ i < j ≤ n)等也称为次序统

计量。

本节将导出在F有密度时单个次序统计量的分布、次序统计量的联合分

布和极差的分布。
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2.4.1 次序统计量的分布

引理 (2.4.1)

设总体X的分布函数为F (x)，密度函数为f(x)，X1, . . . , Xn为从总

体X中抽取的简单样本，则有∫
· · ·

∫
a<x1<...,xn<b

f(x1) · · · f(xn)dx1 · · · dxn =
1

n!
[F (b)− F (a)]n,

此处a可取有限数或−∞，b可取有限数或∞。
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2.4.1 次序统计量的分布

证证证

采用数学归纳法证明。

当n = 2时有，

∫∫
a<x1<x2<b

f(x1)f(x2)dx1dx2 =

∫ b

a
f(x1)

∫ b

x1

f(x2)dx2dx1

=

∫ b

a
f(x1)[F (b)− F (x1)]dx1 = F (b)[F (b)− F (a)]−

∫ b

a
F (x1)dF (x1)

= F (b)[F (b)− F (a)]− [F (x1)]
2

2
|ba =

[F (b)− F (a)]2

2
,

等式成立。
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2.4.1 次序统计量的分布

设当n = k时等式成立，即

∫
· · ·

∫
a<x1<···<xk<b

f(x1) · · · f(xk)dx1 · · · dxk =
1

k!
[F (b)− F (a)]k.

则当n = k + 1时有∫
· · ·

∫
a<x1<···<xk<xk+1<b

f(x1) · · · f(xk)f(xk+1)dx1 · · · dxkdxk+1

=

∫ b

a
f(xk+1)

∫
a<x1<···<xk<xk+1

f(x1) · · · f(xk)dx1 · · · dxkdxk+1

=

∫ b

a
f(xk+1)

1

k!
[F (xk+1)− F (a)]kdxk+1
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2.4.1 次序统计量的分布

=

∫ b

a

1

k!
[F (xk+1)− F (a)]kd[F (xk+1)− F (a)]

=

[F (xk+1 − F (a))]k+1

(k + 1)!
|ba =

[F (b)− F (a)]k+1

(k + 1)!
,

等式成立。这就证明了引理。 □

数理统计 2026 年 3 月 25 日 7 / 35



2.4.1 次序统计量的分布

=

∫ b

a

1

k!
[F (xk+1)− F (a)]kd[F (xk+1)− F (a)]

=
[F (xk+1 − F (a))]k+1

(k + 1)!
|ba =

[F (b)− F (a)]k+1

(k + 1)!
,

等式成立。这就证明了引理。 □

数理统计 2026 年 3 月 25 日 7 / 35



2.4.1 次序统计量的分布

1. 次序统计量(X(1), X(2), . . . , X(n))的联合分布

定理 (2.4.1)

设总体X有密度函数f(x)，−∞ < x < ∞，X1, X2, . . . , Xn为从总

体X中抽取的简单样本，如前所述(X(1), X(2), . . . , X(n))为样

本(X1, X2, . . . , Xn)的次序统计量。令Yi = X(i)，i = 1, . . . , n，则次序统

计量(Y1, Y2, . . . , Yn)的联合密度为

g(y1, y2, . . . , yn) =

 n!f(y1)f(y2) . . . f(yn), y1 < y2 < · · · < yn,

0, 其他.
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2.4.1 次序统计量的分布

证证证

作下列变换：



y1 = xi1 ,

y2 = xi2 .

· · · · · · 这里xi1 < xi2 < · · · < xin ,

yn = xin ,

设(i1, i2, . . . , in)是(1, 2, . . . , n)的任一排列，这样的排列共有n!种。

因此上述一一对应的变换有n!个。
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2.4.1 次序统计量的分布

与上述n!个变换相对应的n!个区域xi1 < xi2 < · · · < xin是互不相交的。

这n!组区域和某些概率为零的集合（如x1 = x2 = · · · = xn等）的并构

成n维欧式空间Rn。

每一组变换的Jacobi行列式

|J | =
∣∣∣∣∂(xi1 , xi2 , . . . , xin)∂(y1, y2, . . . , yn)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂xi1
∂y1

∂xi1
∂y2

· · · ∂xi1
∂yn

∂xi2
∂y1

∂xi2
∂y2

· · · ∂xi2
∂yn

...
... · · ·

...

∂xin
∂y1

∂xin
∂y2

· · · ∂xin
∂yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

数理统计 2026 年 3 月 25 日 10 / 35



2.4.1 次序统计量的分布

与上述n!个变换相对应的n!个区域xi1 < xi2 < · · · < xin是互不相交的。

这n!组区域和某些概率为零的集合（如x1 = x2 = · · · = xn等）的并构

成n维欧式空间Rn。

每一组变换的Jacobi行列式

|J | =
∣∣∣∣∂(xi1 , xi2 , . . . , xin)∂(y1, y2, . . . , yn)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂xi1
∂y1

∂xi1
∂y2

· · · ∂xi1
∂yn

∂xi2
∂y1

∂xi2
∂y2

· · · ∂xi2
∂yn

...
... · · ·

...

∂xin
∂y1

∂xin
∂y2

· · · ∂xin
∂yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

数理统计 2026 年 3 月 25 日 10 / 35



2.4.1 次序统计量的分布

与上述n!个变换相对应的n!个区域xi1 < xi2 < · · · < xin是互不相交的。

这n!组区域和某些概率为零的集合（如x1 = x2 = · · · = xn等）的并构

成n维欧式空间Rn。

每一组变换的Jacobi行列式

|J | =
∣∣∣∣∂(xi1 , xi2 , . . . , xin)∂(y1, y2, . . . , yn)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂xi1
∂y1

∂xi1
∂y2

· · · ∂xi1
∂yn

∂xi2
∂y1

∂xi2
∂y2

· · · ∂xi2
∂yn

...
... · · ·

...

∂xin
∂y1

∂xin
∂y2

· · · ∂xin
∂yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

数理统计 2026 年 3 月 25 日 10 / 35



2.4.1 次序统计量的分布

与上述n!个变换相对应的n!个区域xi1 < xi2 < · · · < xin是互不相交的。

这n!组区域和某些概率为零的集合（如x1 = x2 = · · · = xn等）的并构

成n维欧式空间Rn。

每一组变换的Jacobi行列式

|J | =
∣∣∣∣∂(xi1 , xi2 , . . . , xin)∂(y1, y2, . . . , yn)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂xi1
∂y1

∂xi1
∂y2

· · · ∂xi1
∂yn

∂xi2
∂y1

∂xi2
∂y2

· · · ∂xi2
∂yn

...
... · · ·

...

∂xin
∂y1

∂xin
∂y2

· · · ∂xin
∂yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
数理统计 2026 年 3 月 25 日 10 / 35



2.4.1 次序统计量的分布

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

... · · ·
...

0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1.

由于Xi1 , Xi2 , . . . , Xin是总体X的i.i.d.样本，故(Xi1 , Xi2 , . . . , Xin)的联

合密度为

h(xi1 , xi2 , . . . , xin) =
n∏

j=1

f(xij )I{xi1
<xi2

<···<xin}

=f(x1)f(x2) . . . f(xn) =

n∏
i=1

f(xi),
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2.4.1 次序统计量的分布

在上述变换下，(Y1, Y2, . . . , Yn)的联合密度为

g(y1, y2, . . . , yn)

=
∑

(
1, 2, . . . , n

i1, i2, . . . , in

) |J | · h(xi1(y1, . . . , yn), xi2(y1, . . . , yn), . . . , xin(y1, . . . , yn))

=

 n!f(y1)f(y2) . . . f(yn), y1 < y2 < · · · < yn,

0, 其他,
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2.4.1 次序统计量的分布

此处 ∑
(

1, 2, . . . , n

i1, i2, . . . , in

)

表示对i1, i2, . . . , in遍历1, 2, . . . , n的所有排列求和（共n!种）。 □
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2.4.1 次序统计量的分布

2. 两个次序统计量(X(i), X(j))的联合分布

定理 (2.4.2)

设X1, X2, . . . , Xn, i.i.d. ∼ F，F有密度f。记X = (X1, . . . , Xn)，

则X的次序统计量(X(1), X(2), . . . , X(n))中的任意两个(X(i), X(j))

（i < j）的联合密度为

fij(x, y) =


n!

(i−1)!(j−i−1)!(n−j)! [F (x)]i−1[F (y)− F (x)]j−i−1

×[1− F (y)]n−jf(x)f(y), x < y,

0, 其他.

(1)
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2.4.1 次序统计量的分布

证证证

已知次序统计量(X(1), . . . , X(n))的联合密度函数为

gX(1),...,X(n)
(x1, . . . , xn) = n!f(x1) · · · f(xn), x1 < x2 < · · · < xn.

当x < y时，任意两个次序统计量(X(i), X(j)), (i < j)的联合密度为

fij(x, y) =

∫
· · ·

∫
−∞<x1<···<xn<∞

gX(1),...,X(n)
(x1, . . . , xn)dx1 · · · dxi−1

dxi+1 · · · dxj−1dxj+1 · · · dxn,
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2.4.1 次序统计量的分布

=

∫
· · ·

∫
−∞<x1<···<xn<∞

n!f(x1) . . . f(xn)dx1 · · · dxi−1

dxi+1 · · · dxj−1dxj+1 · · · dxn,

=

n!

∫
· · ·

∫
−∞<x1<···<xi−1<x

f(x1) . . . f(xi−1)dx1 · · · dxi−1×f(x)

×
∫

· · ·
∫

x<xi+1<···<xj−1<y

f(xi+1) . . . f(xj−1)dxi+1 · · · dxj−1×f(y)

×
∫

· · ·
∫

y<xj+1<···<xn<∞

f(xj+1) . . . f(xn)dxj+1 · · · dxn
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2.4.1 次序统计量的分布

因为F (∞) = 1，F (−∞) = 0，由引理2.4.1可知，上式等于

=

n!
f(x)

(i− 1)!
[F (x)− F (−∞)]i−1 × f(y)

(j − i− 1)!
[F (y)− F (x)]j−i−1

× [F (∞)− F (y)]n−j

(n− j)!

=
n!f(x)f(y)

(i− 1)!(j − i− 1)!(n− j)!
[F (x)]i−1[F (y)− F (x)]j−i−1[1− F (y)]n−j .

当x ≥ y时，fij(x, y) = 0，这就证明了定理。 □
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2.4.1 次序统计量的分布

用类似的方法可求r(r > 2)个次序统计量(X(i1), . . . , X(ir))

（i1 < · · · < ir）的联合分布。
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2.4.1 次序统计量的分布

注注注 2.4.1：：：启启启发发发式式式推推推导导导，，，求求求次次次序序序统统统计计计量量量分分分布布布的的的另另另一一一种种种方方方法法法

在n次独立的试验中，事件x < X(i) < x+∆i, y < X(j) < y +∆j的概率

为

P (x < X(i) < x+∆i, y < X(j) < y +∆j)

=
n!

(i− 1)!1!(j − i− 1)!1!(n− j)!
[F (x)]i−1[F (x+∆i)− F (x)]

× [F (y)− F (x+∆i)]
j−i−1[F (y +∆j)− F (y)][1− F (y +∆j)]

n−j
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2.4.1 次序统计量的分布

对上式两端同除∆i∆j并令其趋近于零，可得到

fij(x, y) = lim
∆i→0,∆j→0

P (x < X(i) < x+∆i, y < X(j) < y +∆j)

∆i∆j

=
n!

(i− 1)!(j − i− 1)!(n− j)!
[F (x)]i−1

× lim
∆i→0

[F (x+∆i)− F (x)]

∆i

× lim
∆i→0

[F (y)− F (x+∆i)]
j−i−1

× lim
∆j→0

[F (y +∆j)− F (y)]

∆j

× lim
∆j→0

[1− F (y +∆j)]
n−j
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2.4.1 次序统计量的分布

=
n!

(i− 1)!(j − i− 1)!(n− j)!
[F (x)]i−1

× f(x)[F (y)− F (x)]j−i−1f(y)[1− F (y)]n−j .

□
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2.4.1 次序统计量的分布

3. 单个次序统计量X(m)的分布

定理 (2.4.3)

设总体X有密度函数f(x)，−∞ < x < ∞，令X1, X2, . . . , Xn为从总

体X中抽取的简单样本，如本节开头所述(X(1), X(2), . . . , X(n))为样

本(X1, X2, . . . , Xn)的次序统计量，则第m个次序统计量X(m)概率密度

函数为

fm(x) = m

(
n

m

)
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2.4.1 次序统计量的分布
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2.4.1 次序统计量的分布

定理 (2.4.3续)

其分布函数为

Fm(x) = m

(
n

m

)∫ F (x)

0
tm−1(1− t)n−mdt.

特别当取m = 1时得到样本极小值X(1)的密度函数为

f1(x) = n[1− F (x)]n−1f(x).
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2.4.1 次序统计量的分布

定理 (2.4.3续)

当取m = n时得到样本极大值X(n)的密度函数为

fn(x) = n[F (x)]n−1f(x).
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2.4.1 次序统计量的分布

证证证

由于fm(x)是(X(1), . . . , X(n))的联合密度h(x(1), . . . , x(n))的边缘密度，由

引理2.4.1和定理2.4.1可知

fm(x) =

∫
· · ·

∫
−∞<x1<···<xn<∞

n!f(x1) · · · f(xn)dx1 · · · dxm−1

dxm+1 · · · dxn

= n!f(x)

∫
· · ·

∫
−∞<x1<···<xm−1<x

f(x1) · · · f(xm−1)dx1 · · · dxm−1

×
∫

· · ·
∫
x<xm+1<···<xn<∞

f(xm+1) · · · f(xn)dxm+1 · · · dxn
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2.4.1 次序统计量的分布

=
n!f(x)

(m− 1)!
[F (x)]m−1 [1− F (y)]n−m

(n−m)!

=

m

(
n

m

)
[F (x)]m−1[1− F (x)]n−mf(x).

易见其分布函数为

Fm(x) =

∫ x

−∞
fm(y)dy

= m

(
n

m

)∫ x

−∞
[F (y)]m−1[1− F (y)]n−mf(y)dy

= m

(
n

m

)∫ F (x)

0
tm−1(1− t)n−mdt,
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2.4.1 次序统计量的分布

上式最后一个等式通过作变换t = F (y)获得。

样本极小值X(1)和极大值X(n)的密度函数可以分别将m = 1和m = n带

入式子（2）得到。 □

数理统计 2026 年 3 月 25 日 27 / 35



2.4.1 次序统计量的分布

上式最后一个等式通过作变换t = F (y)获得。

样本极小值X(1)和极大值X(n)的密度函数可以分别将m = 1和m = n带

入式子（2）得到。 □

数理统计 2026 年 3 月 25 日 27 / 35



2.4.2 极差的分布

样本极差的定义在第一章已经给出，即R = X(n) −X(1)称为样样样本本本极极极差差差。

为求样本极差的分布，先求V = X(j) −X(i)，j > i的分布。

当取j = n，i = 1时即可得到样本极差的分布。
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2.4.2 极差的分布

具体方法如下。作下列变换： Z = X(i),

V = X(j) −X(i)

⇐⇒

 X(i) = Z,

X(j) = Z + V.

变换的Jacobi行列式为J =
∣∣∣∂(X(i),∂X(j))

∂Z∂V

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ 1 0

1 1

∣∣∣∣∣∣ = 1。
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2.4.2 极差的分布

由定理2.4.2，可知(X(i), X(j))的联合分布密度：

fij(x, y) =


n!

(i−1)!(j−i−1)!(n−j)! [F (x)]i−1[F (y)− F (x)]j−i−1

×[1− F (y)]n−jf(x)f(y), x < y,

0, 其他.

将其中x用z代替，y用z + v代替，再乘上变换的Jacobi行列式的绝对

值|J |，得到(Z, V )的联合密度

gij(z, v) =


n!

(i−1)!(j−i−1)!(n−j)! [F (z)]i−1[F (z + v)− F (z)]j−i−1

×[1− F (z + v)]n−jf(z)f(z + v), v > 0,

0, 其他.
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2.4.2 极差的分布

从而易知V的密度为

gV (v) =

∫ ∞

−∞
gij(z, v)dz.

特别地，在gij(x, y)的表达式中取i = 1, j = n得到(Z,R) = (Z, V )的联

合密度为

g1n(z, r) =

 n(n− 1)[F (z + r)− F (z)]n−2f(z + r)f(z), r > 0

0, r ≤ 0.

而样本极差R = X(n) −X(1)的边缘密度为gR(r) =
∫∞
−∞ g1n(z, r)dz。
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2.4.3 均匀分布的情形

设X1, X2, . . . , Xn, i.i.d. ∼均匀分布U(0, 1)，其分布函数和密度函数分

别为

F (x) =


0, x < 0,

x, 0 ≤ x < 1,

1, x ≥ 1.

和f(x) =

 1, 0 ≤ x < 1,

0, 其他.

设(X(1), X(2), . . . , X(n))为样本X1, X2, . . . , Xn的次序统计量，由定

理2.4.3中式子（2）可知单个次序统计量X(m)的密度函数为

fm(x) = m

(
n

m

)
xm−1(1− x)n−mI(0,1)(x).

数理统计 2026 年 3 月 25 日 32 / 35



2.4.3 均匀分布的情形

设X1, X2, . . . , Xn, i.i.d. ∼均匀分布U(0, 1)，其分布函数和密度函数分

别为

F (x) =


0, x < 0,

x, 0 ≤ x < 1,

1, x ≥ 1.

和f(x) =

 1, 0 ≤ x < 1,

0, 其他.

设(X(1), X(2), . . . , X(n))为样本X1, X2, . . . , Xn的次序统计量，由定

理2.4.3中式子（2）可知单个次序统计量X(m)的密度函数为

fm(x) = m

(
n

m

)
xm−1(1− x)n−mI(0,1)(x).

数理统计 2026 年 3 月 25 日 32 / 35



2.4.3 均匀分布的情形

设X1, X2, . . . , Xn, i.i.d. ∼均匀分布U(0, 1)，其分布函数和密度函数分

别为

F (x) =


0, x < 0,

x, 0 ≤ x < 1,

1, x ≥ 1.

和f(x) =

 1, 0 ≤ x < 1,

0, 其他.

设(X(1), X(2), . . . , X(n))为样本X1, X2, . . . , Xn的次序统计量，由定

理2.4.3中式子（2）可知单个次序统计量X(m)的密度函数为

fm(x) = m

(
n

m

)
xm−1(1− x)n−mI(0,1)(x).

数理统计 2026 年 3 月 25 日 32 / 35



2.4.3 均匀分布的情形

由定理2.4.2中式子（1）可知两个(X(i), X(j))（i < j）的联合密度函数

为

fij(x, y)

=

 n!
(i−1)!(j−i−1)!(n−j)!x

i−1(y − x)j−i−1(1− y)n−j , 0 < x < y < 1,

0, 其他.

由定理2.4.1也可得到(X(1), X(2), . . . , X(n))的联合密度为

f(x(1), x(2), . . . , x(n)) =

 n!, 0 < x(1) < x(2) < · · · < x(n) < 1,

0, 其他.
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2.4.3 均匀分布的情形

由定理2.4.2中式子（1）可知两个(X(i), X(j))（i < j）的联合密度函数

为

fij(x, y)

=

 n!
(i−1)!(j−i−1)!(n−j)!x

i−1(y − x)j−i−1(1− y)n−j , 0 < x < y < 1,
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2.4.3 均匀分布的情形

同样的，还可以得到均匀分布(0, 1)情形的(Z = X(i), V = X(j) −X(i))的

联合密度

gij(z, v) =


n!

(i−1)!(j−i−1)!(n−j)!z
i−1vj−i−1 ×[1− (z + v)]n−j ,

0 < z < 1, 0 < z + v < 1,

0, 其他.

通过计算积分
∫ 1−v
0 gij(v, z)dz得V = X(j) −X(i)的边缘密度为

gij(v) =

 n!
(j−i−1)!(n−j+i)!v

j−i−1(1− v)n−j+i, 0 < v < 1,

0, 其他.

数理统计 2026 年 3 月 25 日 34 / 35



2.4.3 均匀分布的情形

同样的，还可以得到均匀分布(0, 1)情形的(Z = X(i), V = X(j) −X(i))的

联合密度

gij(z, v) =


n!

(i−1)!(j−i−1)!(n−j)!z
i−1vj−i−1 ×[1− (z + v)]n−j ,

0 < z < 1, 0 < z + v < 1,

0, 其他.

通过计算积分
∫ 1−v
0 gij(v, z)dz得V = X(j) −X(i)的边缘密度为

gij(v) =

 n!
(j−i−1)!(n−j+i)!v

j−i−1(1− v)n−j+i, 0 < v < 1,

0, 其他.

数理统计 2026 年 3 月 25 日 34 / 35



2.4.3 均匀分布的情形

同样的，还可以得到均匀分布(0, 1)情形的(Z = X(i), V = X(j) −X(i))的

联合密度

gij(z, v) =


n!

(i−1)!(j−i−1)!(n−j)!z
i−1vj−i−1 ×[1− (z + v)]n−j ,

0 < z < 1, 0 < z + v < 1,

0, 其他.

通过计算积分
∫ 1−v
0 gij(v, z)dz得V = X(j) −X(i)的边缘密度为

gij(v) =

 n!
(j−i−1)!(n−j+i)!v

j−i−1(1− v)n−j+i, 0 < v < 1,

0, 其他.

数理统计 2026 年 3 月 25 日 34 / 35



2.4.3 均匀分布的情形

特别地，极差R = X(n) −X(1)的密度函数gR(r)为将上式中的v换成r，

将j和i分别用n和1代替得到

gR(r) =

 n(n− 1)rn−2(1− r), 0 < r < 1,

0, 其他.
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